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حکمت هذا الکتاب نة متخصصة شکلها اجلس العلمی باحامعة» وقد وافق اجلس 
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يعتذر النشر العلمي عن عدم وضوح الأشكال لهذا الكتاب لورودها من المترجم 


النشر العلمي والمطابع 477 ١ه‏ 





تحتوي مكتبتنا العربية على عدد قليل من الكتب العلمية الترجمة من لغات أخرى مقارنة مع 
معظم مكتبات الدول الأجنبية. ومع ازدياد الكتب العلمية المطبوعة عالیا تزداد حاجتنا 
للترجمة حيث إن الترجمة هي أحد الروافد الرئيسة في إثراء المكتبة العربية. 

إن للترجمة العديد من المكاسب فهي من ناحية تتيح للقارئ العربي الاطلاع 
على ماتوصل إليه العلم من اكتشافات وتقنیات» ومن ناحية أخرى فهي تسهل على 
طالب العلم تتبع المادة العلمية خاصة إذا كانت مكتوبة بلغته الام. 

قمت أثناء الترجمة لهذا الکتاب بتصحيح الأخطاء المطبعية التي استطعت 
اكتشافها في النسخة الإنجليزية» كما قمت في بعض الأحيان باعادة صياغة خطوات 
حل بعض المسائل ليسهل على القارئ فهمها دون الإخلال بالنص الأصلي. 

بالنسبة للمصطلحات العلمية المستخدمة في هذا الكتاب فقد اعتمدت في 
ترجمتها على معجم العلوم الرياضية الصادر عن قسم النشر العلمي والمطابع في 
جامعة اللك سعود. 

وفي الختام آرجو أن أكون قد وفقت في ترجمة هذا الکتاب بشکل يجعل من 
هذا العمل فائدة للكيميائيين وغيرهم من المهتمين بالعلوم الرياضية والله من وراء 
القصد. 


المترجم 


مقدمة محرر السلسلة 
SERIES EDITOR'S FOREWORD‏ 
البدف الرئيس وراء كتابة أكسفورد لسلسلة المبادئ الأولية في الكيمياء هو تقديم مادة 
واضحة ومختصرة للعديد من المفاهيم التى يحتاجها الطالب في قسم الكيمياء من سنته 
ا جامعية الأولى إلى سنة تخرجه. تحتوي سلسلة الكيمياء الفيزيائية على كتب تحتوي 
على المادة الأساسية التي يحتاجها جميع الكيميائيين إضافة إلى كتب تعكس الاتجاهات 
الجديدة للأبحاث في الوضوع » ومن ثم فهي تساهم (وربما تشجع) على تطوير 
مقررات الدراسة الجامعية. 
يقدم لنا ديغندر سيفيا وستيف رولينغ أحد كتب المبادئ الأولية في الكيمياء 
الفيزيائية ألا وهو أساسيات في العلوم الرياضية . 
يتناول هذا الكتاب و بأسلوب سلس تقديم المفاهيم الأساسية والتطبيقات 
لوضوع یفترض معرفته من قبل جميع المهتمين بالعلوم. هذا الكتاب مهم لطلاب 
العلوم تا على اختلاف تخصصاتهم. 


ریتشارد کومبتن 


مكتبة الکیمیاء النظرية والفيزيائية 
جامعة ا كسفو رد 


تمضنا 


PREFACE 


تلعب الریاضیات دورا آساسیا في حياة جميع المنتسبين لكلية العلوم والمهندسين ويمتد هذا 
الدور من الأيام الدراسية الأولى إلى الجامعة ومن ثم إلى الحياة العملية. ومهما اختلفت 
الأذواق الشخصية في تناول هذا الموضوع إلا أنه لابد من تعلمه بدرجة معينة من العمق 
في المرحلة الجامعية. هذا الکتاب مسائل محلولة هو جزء من مجلدين يلخصان المفاهيم 
الأساسية والنتائج التي تدرس في المرحلة الثانوية ومن ثم يقومان بتوسيع هذه المفاهيم 
والأفكار ليغطيان المادة العلمية التي يحتاجها معظم طلبة مرحلة البكالوريوس. يفترض 
أن يكون القارئ على معرفة بالمفاهيم النظرية للموضوع المقدمة في كتاب البادی الأولية 
للعلوم الرياضية رقم ۷۷ من السلسلة» ولذا فهو يهدف إلى المساعدة العملية للقارئ 
بتقديم حلول نموذجية وملاحظات إضافية جال واسع من التمارين. 
نود تقدیم الشكر للعدید من الأصدقاء وزملاء العمل الذین أبدوا اهتماما 
خاصا في هذا الشروع وساعدوا في تسريع إتمامه وهم : جیری مایرز » وجيف بنفولد» 
وأندرو تايلور. أما البروفسور ريتشارد كومبتن فقد غمرنا بتوجيهاته وتشجيعه خلال 
جميع مراحل المشروع فله الشكر العميق. 
د.س.س - س.ع.ر 
أكسفورد - يناير ۱۹۹۹ 
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لمعل لرن 


أساسبات الجبر والحساب 
BASIC ALGEBRA AND ARITHMETIC‏ 


تنس یی 202 


3232 د( (002)8) 
( 87)و00] 








الحل : 
هات وات )00/4 5 )41/2( ۸1/2*3 -- 43/2 
|( أو 8= 4X2‏ = 4/4 - 4141/2 - 41+1/2 
کے سب 1 27-2/3 
ج( 1/3 55 31/2 5 22-2 5و 223-2 
د( 3 = log2(8) = log2(2°)‏ 
ھ) 9= 33 - (2)8 316 = lOg5(8°)‏ 


آو 


log2(8°) = log2[(2°)°] = ۱092)27( = 9 


۱ 


۲ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


بوصع لكي بح ون ع B = a"‏ واستخدام تعریف اللوغاریتم أثبت 


أن : 
log(A) + log(B)‏ = رقم)وماو (100)08 log(A/B) = log(A)‏ 
وبالثل آثیت أن : 


log(4°) = 6 ۱09)۸( و‎ logy(4) = loga(4) x logp(a) 





ال : 


ASF" GN SRA)‏ ی SENS BY‏ الواح اي 
ولکن #۲ = أن كن = ۸ . 
إذن (8)ع109 + (1000< .loga(AB) = l(a") = M +N‏ 
وبهذا یکون (109)8 + (4) 109 = (48) 109 . 


تبقى هذه النتيجة صحيحة للوغاريتمات لأي أساس لأننا لم نحدد قيمة معينة 


3 


ا 


دن٤‏ (0)8] — د لآ = )" lo,(a‏ = 6 00 


ی مب ۱ من 5 ۱ 1 


: على‎ 
log(A/B) = log(A) - log(B) 


اساسیات اشخب واطيات ۳ 
AP — 1 — q™P‏ 
إذن» (4 )4و1 = ۸۸۵ = ( ۶" )وها = ( 4)4۴ و10 . وبهذا یکون: 
log(A4°) = 6 log(4)‏ 
logp(A) = log,(a") = M logp(a)‏ 


إذن» (6)موم! × (4) 109 = (4) 109 . 





(۱.۳) جد صيغة لحلى معادلة الدرجة الثانية 0 = 6 + ×ط + ۶× 


اج 


ادا كان 0 # 4 فان : 


_ وس‎ FVD AC 
5 20 


الصيغة السابقة صحيحة عندما 0 # 4. آما إذا كان 0 = © فاننا حصل 
على العادلة الخطية 0 = © + ×ط ومن ثم على الحل - = .x‏ 


1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
() حل العادلات التالية : 
x? -5x + 6 < 0 (Î‏ 


3x + 5-2 < 0 ب)‎ 


وو 0 = 2 + يرك - x‏ 





أ( 3 >2 , 2 -2<« ت 0 < (3()2-2 -2) = 6 + x* - 5x‏ 
ا ماه (GEDE E2) S0 SF SL,‏ اج سب 3-5 
إذا كان التحليل صعبا فمن الممكن حل المعادلة دائما باستخدام الصيغة العامة 





EAE my E‏ وات 
سم سک و = = ={ 
6 6 6 6 
۱ ۷8 ۷8 8 - ۰/16 + 4 
ج) و سا ات سس تسس يبري 


)١,٥(‏ ماهی قيم التي تجعل جذور العادلة 0 = 4 + ×۸ + “× حقیقیة؟ 





الحل : 
الشرط اللازم للحصول على جذور حقيقية هو 4۵٥‏ < 55. وبهذا یکون 
6 < ۶ 


أى أن 4 < |۸ |. وهذا يعنى أن وح حابم أو 4 k>‏ 


(۱.۷) حل العادلات التالية آنيا : 


2 2 
ê ad‏ 7 7 5 تا 
لت ا بدي نشيتس 8 

4 — 6y + 7 
= 3 





(1) 3x + 2y = 4 أ(‎ 


(۱ ۲-77 < 9 


بضرب (۲) بالعدد 3- وجمعها مع العادلة (۱) نجد أن : 


32 + 2۷ - )3( - 217( = 4- 7 


1 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ومنه فان 23- = 23y‏ وبهذا یکون 1- = 7. بالتعویض ف العادلة (۲) نجد 
أن 9 = 7 + × وبهذا نحصل على الحل 2 < ۲ و 1- درل 


1 





(۳۱ x2 +۶ - 2 


ب) 


1 بوم ص 8 


بتعويض 1 + 27 = × في العادلة رقم(۳) نجد أن : 
)2y + 1(* +۶ =2‏ 
4y + 1 4+7۶ - 2‏ + 4*۶ ج 
0 < 1 -ىر4 + 5y“‏ جه 
0 = (1 + 1(0 - بر5) ج 


1 
ی کت 


ملم لحان E e‏ ۳ 
عند ۲ بری ال = 


و عندما 1- < 17 نر أن و 1 کک 


ا ( 75 ری 15ک قز) او ولح تاو لباب ی 





(۱ 3x + 2y + 527 = 0 ع‎ 
20 x + برك‎ - 27 < 9 
2220 4x - 6y + 37 = 3 


لی 
-10y + 117 = -7‏ 


22y + 117 = - 3 


زجحل المعادلتين الأخيرتين آنبا نجد أن 10 ح ۷ آو اهم کچ 


إذن 3 < x‏ 1/2 عدر و 2 عدج 





: لنفرض أن‎ 
)۱( 04+ ه)‎ + 0( + (a + 20( + ... + (L - 2d) + (L - 0( +L برى ع‎ 


۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


حبث ان 1(0 - N‏ + 6 <- 1[ عندئد : 

پگ < و + (8+ و +4 (20 + ده (Û AE‏ وهب U‏ 14 (۲) 
الا 

)۱(+ )۲( د‎ (a+ L) + (a + L) + ... + (a + L) + (a + L) = 25, 


أي أن [1(0 - N(a + L) = [2a + (N‏ = ,ر25. 


وبهذا يكون المجموع هو ]1)4 - AP = < [2a + (N‏ . 


افرض آن يواح ۷« + ۷۶ +... +۳۶ + و + ۳۱( 
بضرب العادلة رقم (۳) بالعدد نجد أن : 

(٤( ar + ar* + ... ل‎ ar" 7*2 + ar" 71 + ar" = rS 
a( ۷ - 1( = وبطرح المعادلة رقم (۳) من المعادلة رقم (5)نجد أن (1 - ) ,رک‎ 


alr"—-1) 
> وبهذا يكون ال‎ 


1-1 


GP = 


(0) بكتابة العدد العشري الدوری 0.121212٠٠0‏ کمجموع متتالة 


, ۴ 4 ۱ 
هندسهة ات أن ۳ج كت +24 1212 را لا ما هی القيمة الكسرية للعدد 


۰ 0.3181818 ؟ 





اج 
۰۰ + 0.000012 + 0.0012 + 0.12 = ۰۰ 0.12121212 
و هدا جموع متتالية هندسية حدها الأول 2 خ- 44و سىتها 0.01 <. و بهدا 
ری آن : 
س ست = ۰.۰ + 0.000012 + 0.0012 + 0.12 
E ۳۳۳ ` 1-001 99‏ 
ونستنتج آن: 4/33 - .012121212۰ . 
1۰ 0.0000018 + 0.00018 + 0.018 + 0.3 = ...0.318181818 
0.018 3 
بت 1 ` 10 
18 5 02 
0 10 ` 
2 83 
0 110 ` 
35 


“HO 
. 0.318181818 = 7/22 ونخلص إلى آن:‎ 


0 فرق الکسور التالية الی کسور جزئة: 
۲ 1 
BEG ®‏ 2 


x - 5X + 1 


ب) (3- 01 1(2 -3 2 


113 #۴1 
)x - 1()>۶ - 3× - 2( ج)‎ 





۱۰ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


الحل : 


¢ _ق دي شم 1 سر نا 
 )»-2(‏ (3-ج) (2-#)(3-ج)  'x2-5%+6‏ 








عندئذ » 1 = (3 -8)2 + (2 - :)۸4 . 


1 _ 1 1 





اک ۱ لسلسم ۱ کر 
9 لاض (2-3) 22-5646 
را كان من المکن الحصول على الا جابة مباشرة باستخدام قاعدة التغطية. 


2-541 _ رق ره‎ ۶ 
' )x-1(2)2x-3() )x-1(2 )x-1(  )2-3( 





3 

۸22 - 3( + )x - 1(])22 - 3( + 0): - 1([ = ×۶ - 5× + 1 حينئل»‎ 
۰. 3 e 

بوضع 1= × نجدأن 3 = ۸ وبوضع < =× جد آن 17- = 6. بقارنة 

معاملی × نجد أن 1 = 6 + 28 . وبهذا یکون 9 = 8. إذن » 


x2-5x+1 3 9 17 
بر‎ 1(2)26- 3( 0 192) 1( 02-7 3( 


فى هذه المسألة استخدمنا قاعدة التغطية لایجاد ۸ و ) ولكننا احتجنا إلى مقارنة 
معاملات لإيجاد . 


112+1 ۸4 BX+L 


چ )x-1( )x2-3×%-2(‏ (2-م1()22-3-ع) 


. A)x* - 3x - 2( + )x - 1() 8> + €( = 112 +1 » إذن‎ 


بوضع 1 × نجد آن 3- = 4 وبوضع 0 = × نجدأن 1= € - 4 2-. 











عقارنة معاملات ”× نجد أن 0 = 8 + ۸ ونری أن 3= 8. 
3 32435 . 1 +1126 


' (1-ج) (3-2- 062 (2-م1()22-3-م) 





إذن 


هنا و جدنا فقط من قاعدة التغطية واستخدمنا مقارنة المعامللات لإيجاد 8 و ). 


1 ۲ 
3 n(n + 1) ٤ 


1 
تس 


ى) ‏ 00+1/2 6ج 3 


11-0 





ال : 








۶ 5 1 1 1 
اه إن n(n+1) n  )2+1(‏ یکون 
1 1 00 
۳2 ۳ 1 سس ار 
1 1 لا + 
|0 5 4 3 18 
1= 


هذا مثال بسيط على استخدام الكسور الجزئية وسنرى أيضا كيفية استخدام 
مفهوم الکسور الجزئية في حل بعض مسائل التكامل. 


۷ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ا سا ۶ 


.+ 78/2-ج + 58/2-ج + 38/2-ج + 8/2 - 86+1/2-م 3 


11-0 
وهذا مجموع متتالية هندسية غير منتهية حدها الأول ۵78/2 = ي 
اا 15م حرمو 


2 
7 ۱ 6 
ولذا یکون مجموعها يساوي سم 


لهذا الثال البسیط على ایجاد مجموع متتالية هندسية غير منتهية آهمية خاصة في 


(مثل احزی ثنائى الذرة) نجد أن مستویات الطاقة للنظام هی : 


08 
En — 6 + hv 


للذبذبات الذي نحصل علیها من تقوس انبعاث الكمون. تسمی الحالة 0 = 7 

0 جر ا ا و hv + EEE‏ ی 
حالة الآأساس حيث تكون الطاقة عند نقطة الصفر هي -- = مت.احتمال ان يكون 
الجزئى في مستوى طاقة يرط يساوي معامل بولتزمان (11/ ,ا -) 6*7 حيث إن / 
ثابت بولتزمان وو 1 درجة الحرارة (مقاسة عیزان کالفن). وجموع هذه الاحتمالات 


hv 0 ۳ 5‏ ۱ 2 2 5 
هو اجموع سابقا حيث إن “kT‏ 6 ويسمى عادة دالة التجزی. 


الفمسل لاني 


المنحنبات والرسوم 


CURVES AND GRAPHS 


(۲.۱) جد معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين (1,3-) و (3,1) ثم جد نقطة 





المعادلة العامة للمستقيم هي © + 712 = 7. 


بالتعويض عن كل من (1,3-) و (3,1) ف العادلة العامة حصل على المعادلتين 


1۲ + 6 < 5 
3771 ۳ 6 < 1 


5 و و جر با 
وبحل هاتين العادلتین أنيا جد ان ^ - =" و کڪ 


ديا | ۳۵ 


ادن ۾¿ معادلة المستقيم هي داح 5 ح *2. 


12 اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(0) استخدم طريقة إكمال المربع لإيجاد نقطة انقلاب (انعطاف) المنحنى 


اف قير كدر ثم أرسم بيانه. 








ال : 


1 1 
7+1 کوج بن د عد موه yay‏ 


لبن وف ب 
مت نت 7 جب 
4 27 

وعلیه » فان أصغر قيمة للمتفیر لإ تکون عندما - = × ونجد من ذلك أن 


558 5 . 1 
نقطة النهاية الصغرى هي (” ,< -). 


1 + يد + ةيد عدي 





ا wm‏ اه سد اس 


(۳) جد معادلة القضع الکافی المار بالنقاط (0,3)ء (3,0): (5,8) ما هما 








اخل : 


المعاذلة العامة للقطع الکافی از 


y = 02۶ + bx + ع‎ 


بالتعويض عن النقاط (0,3) ۰ (3,0) » (5,8) في المعادلة أعلاه نحصل على نظام 
العاد لات : 
3 د م 
=Û‏ ع- مق + 96 
8 < 6 ۲+ 50 + ۸۵0 
إذن » معادلة القطع المكافئ هي 3 + ×4 - “× = . 


0 = 3 + ×4 - 22 لنجد أن : 
)x - 3() - 1( = 0‏ = 3 + ×4 - × 


(۲,۶) جد نقاط تقاطع المنحنى (1 + )(1 - (x - 3()x‏ = 7 مع حوري 


× و . ارسم منحنی الدالة التكعيبية ثم جد اجال التی تکون فيه 
الدالة موجبة ؟ 








۱1 اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


دا 0 حو کید أن اتک بو 1ح يون ود بو 


دنا = ند أن:3 = ل. إذن» نقاط التقاطع مع حور × هي (1,0-) 
(1,0)» (3,0) ونقطة التقاطع مع حور 7« هي (0,3). 


من بیان الدالة نجد أن 0 < ر عندما تکون 1 > || أو 3 < 2. 


(2-3()2-1()2+1) رو 





3 


(,۲) ارسم بیان كل من الدالتين ”ع - 1 = برو *۶ ع -1 = 7 لقيم × 
N E‏ شیب 1 ل 1 
الموجبة وارسم أيضا بيان الدوال 6 = رل لد - اد ةا 


جم قيم ۷ 


22-1 





او : 
ما آن الدالة الأسية *-م تتناقص من القیمة 1 عندما 0 < 7 إل القیمة صفر 
عندما 0 جه ± فان *م - 1 تزداد من نقطة الأصل إلى القيمة التقاربية 1 < * 


عندما تقترب × من اللانهاية. آما الدالة 9722 فهی تتناقص بضعف معدل تناقص 


7 ومن ثم یکون تزاید **67 ب 1 اسرع من تزاید * - 1 إلى القيمة 1 = 7. 


بیان کل منهما مبین في الشکل آدناه : 





كل ا وه ) . -[x|‏ ا 9# #0 000001 1 1 1 0 سس ی 
استنادا إلى الفصل الرابع » كل من 6 و مر غير قابلة للاشتقاق عند نقطة 
الأصل. ويرجع السبب في ذلك إلى وجود قرنة للدالة الاولی وعدم اتصال الدالة الثانية 
ل ال 1 
یضا + 1< 6 دالة زوجية ومن ثم بيانها متمائل حول محور 7 ؛ والداله ‏ فردية 


ويكون بيانها متماثل حول نقطة الأصل. بیان كل منهما موضح بالشكل أدناه : 





۱۸ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

إن أفضل طريقة ابا هي و ی ا 
الباشرة. فلرسم بیان الدالة و حب نرسم أولا القطع المكافئ 1 - × = « ثم نجد 
مقلوب هذا البيان حیث يتم تحویل القیم الکبری إلى قيم صغری والعکس. البيان 
موضح في الشکل آدناه : 


(2:2-1)/ 1/1 ۳ 
۱ 1+ تمدن 


ف 0 ا 


ةا 3 2 2 5 اه a‏ كد ذه 5 د كك 
د mm‏ سح 2-3 


CT:‏ إذا علمت أن القیم الأسية هي السيطرة لقیم ‏ الکبيرة › ارسم بیان کل 


من الدالتين > منز < بزو تاج قير y=‏ لکل 0 2 26. 





ا 
بیان کل منهما مبين في الشکل آدناه : 








(۲,۷) جد مركز ونصف قطر الداثرة التی معادلتها: 


4y - 4 = 0‏ + 22 - 7۶+ قير 








الحل : 
بإكمال المربع نجد أن : 
y+ 2(4 - 4 - 4‏ + 1 - 1(4 -2) د 4 < x - 2: +۶ + 4y)‏ 
7 = 9 = (2 + + *(1-) ج 
وبهذا يكون المركز هو (2- ,1) ونصف القطر يساوي 3. 
لاحظ أن طريقة إكمال الربع التي استخدمناها تحول المعادلة الأصلية إلى معادلة 
على الصورة : 
۳ < *(ولز - نز) + *(ولا - نين 
ومن ثم یکون مركز الدائرة عند النقطة (2,2) ونصف قطرها يساوي 7. 
وطريقة آخری لایجاد الک ونصف القطر تکون ملاحظة آن العادلة العامة للداگ 2 
عو 


x2 + 72 + 202 + 2hy + c = 0 


مرکزها هو (۸- ,و-) ونصف قطرها يساوي عات aJ jE h*‏ 


(۲,۸) ارسم القطع الناقص 3۳ = 42 + 7× ثم جد كلا من الاختلاف 


المركزي وإحداثيات البؤرتين ومعادلة كل من الدليلين. 





۳۰ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
الحل : 
أبسط معادلة للقطع الناقص هي : 
2 2 


A y 
02 b2 


حيث إن احورین الرئیس هما حورا × و ر بطولین ۵۶ و * على التوالي. 
+ 4 
و لذا» جد معادلة القطع الطلوب هي + زر < 1 < نر 


=1 


وعليه فإن » 1 = » وح = ط وبيان القطع مبين في الشكل آدناه: 





العلاقة التي تربط الاختلاف المركزي بالقيمتين وهي (2ع - 2)1ى = 2و 
1 1 

وبهذا یکون < = . البورتان هما (0 ,#»). أي (0, < +) في هذا الشال. الدليلان 

هما الستقیمان 82 دک ب 


(0) بتحليل المعادلة أولا أو بأى طريقة أخرى مناسبة » ارسم بيان ال معادلة : 


E + 2(۶ - 4۶ حا‎ 





بالتحلیل کفرق بين مربعين ((9 + ه)(ط - ه) = 52 - *ه) نجد أن : 
0 = م2 + 72 + 2ير) م2 - ۷2 + (x2‏ 
أ أن 0 < 7۶ + 2 - ۶ آو 0 < ۶+ 2 + قير 
وباکمال الربم لكل منهمانج-دآن 1 < ۶ + *(1 - بر) آو 
1= “بر + *(1+ ) وبهذا فان العادلة الاولی دائرة مرکزها (1:0) ونصف 
قطرها 1 والعادلة الثانية داثرة مرکزها (1,0-) ونصف القطر 1 والبيانين هما : 


1۷ 





ايوب "تريب | 


إذا افترضنا ننا لم نقدم إرشاد التحليل ا فان ابسط طبيقة سارل اكه 
هی بكتابة : 
* = ۶( ۶ر + *یر) 
ومن ثم أخذ الجذر التربيعي للطرفین لنحصل على : 
وت يبن ةير 


وهذا بدوره یودی إلى معادلة دائرتين كما في السابق. 


۳۲ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 





الحل : 


النصسل إثالت 


5 اب المخلخات 
TRIGONOMETRY‏ 


(۳,۱) باستخدام تعريف الراديان ودالة الجيب بين أن 0 :2 5/70 عندما 


ê # ۳۳۳۹‏ 02 
تکون 0 ومن ثم بين أن ذلك يؤدي إلى - - 1 × 0 605. 





الحل : 
بالاستعانة بالرسم القدم في الشكل أدناه نجد : 


46 بلقت‎ AB 
0 - وم = 6 و طول القوس‎ 


OC B 


ولکن طول القوس ۸6 ج 48 و 00 ج 08 عندما 0 ج و. 


اذن » 0 2< 5726 عندما 1 >> 6. 


3 ۱ ۵۱۶ 
وبا أن 251۸۶0 - 1 = 20526 فيكون 8 2 — 1 = 6 605 ونستنتح 


. 62 92 
ان سب سب - 1 بخ 050 عندما 1 >> O‏ 
ا یکون 


۳۳ 


۲٤‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


8 





۱ 9 ظ 3 





4 1 ۱ 2 3 
605] | - 511 -[ = 
5 1+2 7 2 ۰۷/1 + 2 


: الآن‎ 
sind =2 8 2 = 2 
۲ ۰... 2۳۱2 1 2 
e 6 ۱ (= 1 ل خخ‎ 
لدت بن‎ 2 FT TEE TEE 1 


1 21 1 یات‎ 3 
ا‎ _ Sind _ 1 +t 3 


cos 1:72 1t2 سل‎ 2 























حسات التلغات ۳۲ 


یستخدم هذا التعويض في حساب تکاملات بعض الدوال المثلثية حيث تفاضله 


(۳,۳) حل العادلات التالية فى اجال ۲ > 8 > 7-. 


460530 = 6050 ) 5 sin(30) = -1 ب)‎ 070 = -3 ) 1 





( حلول العادلة ۷3- = k۸0‏ هي < - = 
و - و 

Sr. 1 0 

ب) إذا كانت 1- = (5/7)30 فان - = 30 
3F TT ۱‏ ` 
و 1-3 و < 30 ۳ 
#9 1 ع 17 م 7۳ 
ق و عدصت ۴۲ وك حانج أو < 0. 


>( 0 = (1- 4605*0) 6050 >5 0 = ۰050 - 400530 
ا ء 1 
وعذ أن 0 2 8058 أو .cos Û E‏ 


7 ¢ 716 ¢ 216 
ر ساس القت ل 41 — ا = 6 
رذن » < + = 0 أو > + - 0 أو + = و 


۳۹ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


() اكتب 6056 + 5116 © على الصورة ( + 1۸)80 ۸ حيث ان 








۸ و 0 يكتبان بدلالة » و ثم حل العادلة | = 050 + ۸:6 


sin(@ + (م‎ = 4 605 )0 sin © + A sin ۵ cos © عا أن‎ 
0 5110 + 6 605 = Acos )0 sin O + A sin 0 6050 فنجد‎ 


وعقارنة العادلتین نجد أن : 


۸ 0605 0 = 0 





۳1 ۳1 1 0 حو.‎ Fan 0 ۳ ت‌‎ ۱ 3 0 | 3# 
COS ۱ ۱ 


و AF‏ < زو cos‏ + :)۸۶ < ۶ + > . 
0 
إذن » 2 + 7/02 = ۸ 6 وروم :زر 
3 كن 
ولحل العادلة تا = 0 ومع + 6 لاحظ اولا أن : 


3 + 51106 ۰۷2 = 6 ومح + 5171:6. وبهذا يكون : 


TT . دا‎ 
۰۳0+ - j 


JL 3 ۴‏ 
ا ان سب < ( = 5]11)0 . 
ليد و 0 ( 
سس سس 1 1 211 1 

1 = = لس + و 4 سے —— 
ود ان 3 8 ۱ 5 ۳ 
1 5 571 

ادن 17 او ۳ 6. 


(۳,۵) أثبت أن 1 + 8605256 - 800589 = 49 605 ومن ثم اكتب 


sin 8‏ بدلالة 51118 و 6050 . 





1 - 2605228 = 48 ووم 3 1 - 2608۶8 = 20 cos‏ 
1 - 1(4 - 202605۶86 = 
1 - )1+ 4605۶9 - 0546ع2)4 = 
1 + 28ومع8 - 8cos*@‏ - 

51171 20 = 2 517 6۵5: # 2> sin 40 = 2 511289 cos 20 


= 2(2 sin 0 cos 0)(cos* 0 — sin*0) 


= 4sin 06۵93 — 4sin* 0608 


2 آثبت أن 3 + 20 405 - 40 ومء = 8517146 ومن ثم اکتب 800546 


بصورة مشابهه. 





۳۸ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


اخل : 
cos 26 = 1 - 25120 = 2605۶6 - 1‏ 
ولذا نری آن : 
)0 
S|‏ 
(055260ء + 260520 ¬ 2(1 = 


8sin*@ = 8(sin0)* = 8) 


1 + (1 - 05526ع2) + 20 05ح 4 - 7 = 
048 + 400520 - 3 = 


5 + م 


eos 0 = B(cos* 0) =8 


= 2(cos*20 + 2c0s20 + 1) 
= )2605*26 - 1( + 1 + 4-0520 + 2 
= cos40 + 4cos20 + 3 





الحل : 
4-8 
ها آن ) : کک( COS‏ رک 5 = لاوم + 605۸ فان : 


6050 + cos 30 = 26005200050 و‎ 60550 + 2057/0 - 7 


(لاحظ أن 6050 = (8-)605). وبهذا یکون : 


6050 + 6055350 + 60558 + 6057/0 = 26050 )60520 + 60560 ( 
= 26050 )260540 60520 ) 
= 46050 06 


| (۳,۸)_ باستخدام صيغة التحلیل جد حيث إن > 6 > 0 التى تحقق العادلة: 





6050 = 20520 + cos40 





205289 + 20594 = 033 


وبهذا نری : 


6058 = 205289 + 60۵6548 > cos 0(1 - 260636( = 0 


وعلیه فان : 

1 ۰ ۱ ی 

نج 0 او 0 = 0050. ولدا مد ان : 

77 ع 572 « 71 ۱ 

لل إى لت ل < 3 آو 2 < . وبهذا كوة: 
سل و ا وبهذا یکون 
FT‏ م 572 سم 7# مه 7۳ 

ده او مت = اپ 9 

9 کید ابرع 7 ® 


(,۳) اذا کان طول رابظين بين ذرات سدق ثلاشی الذرة هما 1.327 


و 1.5144 وکان مقیاس زاوية الربط وصل بينهمايساوي 107.5 
فاحسب السافة بين آبعد ذرتين (انظر الشکل آدناه). 








۳۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


اخل : 


باستخدام قاعدة جيب التمام لاتا ؛ 


(BC)? = (AB) + (AC)? - 2(AB)(AC)cos(BAC )‏ 
4 ۶ 1.327 + 2 - *(1.514) + *(1.327) = 
( 107.5) 605 < 
“526144 = 
وعليه فان المسافة بين الذرتين 8 و ) هی: 





. ۲6 = 2614A” 2ح‎ 7 





النسل (١‏ ( بر 


التكقاضل 


DIFFERENTIATION 


جد مشتقة كل ما يلى باستخدام البادی الأولية (تعريف المشتقة). 


. #۷ << 05 


"× = 7 حیث إن 1 عدد صحیح موجب. 





4 5 605) + 0X) - ددم‎ 


0X‏ 0جيرق 


= lim 


80 ٠. 02 
١) - 6262/2(6052 - Sxsinx - 11 
02 


605 )۵26( 00526 — sin(0x) 5111 — ت‎ 


۲ 


۳۱ 


۳۲ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
۱ 7 _ ] ر. 
lim | - c05 ۳ sin )‏ = 


0+ مرن 


01 ۱ 
. )60520( = s>] ۸× ح‎  ناذا‎ 


Ax 1 
ب)‎ 
dy _ ها بیس‎ - ×” 
E و‎ RE 
` xX" + nx" 18x + n (n - 10/2" 26×2  ... = ×" 
= [im ) 
04+0 6x 


n 
قق سح‎ T= r را مم‎ 0 
— lim (nx 3: 2 (n - 1(2/* > عرق‎ + 


0 ۱ 
إذن + س جمد( 


dx 
ج)‎ 
d 7 عله (8 + کف‎ 
م]‎  8×¬0 OX 
x - (x + 6× ( 
ی‎ rT 


ا 
۳ + ز) ب يت 


dy . 1/)x + 6×(* - ۶ 
— = |] 
dx 20 02 





*(620 + 0 22 ا 
۳ ِ ی 5 





۳۳ 555 


02 2- ا = 
x2(x + 20‏ 802 + ا 7 


۱ 
على الستقیم © + ×۳ = ل يساوي < -. 
يم Mx + C‏ [ يساوي بر 





ماخ الشکا المي آدناه نجد آن : 


کک ) BC‏ 
ميل 48 = 10110 = — . 





AB 
AB 
, + سب‎ = tan = BCL 
BC 7 ميل‎ 
+ - 48 اذن » ميل‎ 
"EFO (دن » ميل‎ 


1 ET. 





۳ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

یوجد برهان جبري (ولکنه آطول من البرهان البندسي) لهذه الحقيقة 
واليك هذا البرهان. 
نعرضص أن إحداثيا نقطة تقاطع الستقیمین هما (م,2) ونفرضص أن (26,77۱) 
نقطة واقعة على أحد المستقيمين وأن (22,1/2) نقطة واقعة على المستقيم الآخر. 
ونفرض أن 71 و ۸ فيلا الستقيمان. عندئل + بتعريف الميل واستخدام مبرهنة 


فيثاغورس نجد أن : 


8 ت و ۷ 507 
0 ¬ ۸1 7 0 و 


= *(م - وتو + Ro‏ - 2) + 04 - ون + © زوق ب ê‏ 
“ول - يبر + *(رعر = وین) 


و یط المعادلة الأخيرة وإجراء بعض العملیات اجبرية تستطیع بسهولة 


عد 1 
ابات ان س- << |. 


(4.۳) استخدم الخاصية الخطية للمؤثر التفاضلی وقانون مجموع التتالية 
البنلسية غير النتهية لائیات آن: 


۱ 0 
2 «۳ 5 dx 5 





اخ 


eet |×| > 1 لكل‎ 


التفاضل ۳۵ 





9 جدمشتقة (5) ٠٥5‏ = ر حيث 1 > هل التيجة 


* 9 510 نتقة [ 2 1-مدوبرع ‏ 
صحيحة لجميع قيم J‏ ؟ ماهي مشتقة ( 21 ١‏ 





۳۵ A 
> 1 إذا كان 6 0ع كل فان 20657 = 2 حیث ان‎ 
: وباشتقاق طرف العادلة بالنسبة إلى ر نجد أن‎ 
dx 


0 = -asiny = - 0.0/1 - 60527 = - 01/1 - 7 


2 حون وت ع 


dy 1 -1 0 

او و ڪڪ اس 

dx نف‎ ۷/0 2-2 ` 
J 


وهذا صحيح فقط في انجال 1(7 + 2۸) > /[ > 277 حیث ان ۸ 


عدد صحيح » انظر الشكل المرفق. على سبيل الثال» إذا كان 27 > 7 > 7۲ 
فان مشتقة الدالة 


86 55 7 1+ 
C05 55‏ ساه سس .ری 
0 ري _- 2 / 


۳1 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
Ne,‏ لا E û A‏ 
لاجاد مشتقة ۰ 7 لاحظ ان : 


7 
x = 0 77‏ جب 5 * ۳ :زا 
اذن» 
2 


012 1 
الواح رد سس‎ 2v) = ۱ یت ا‎ 2 
qy “sec y = a(1 + tan y) = a(1 + 2 8 وم‎ 


سا یگ[ سس + 
سیم ل : ۳۹ »2 E ATL‏ ۱ 


(15.6) جد الشتقة الأولى للدالة (×) f‏ = ر لكل من الدوال التالية : 
“1 +22) دس ب) 1 - 3x‏ = ۷ 

y = sin (3x* + 7) = 71 

3x“ بر‎ = tan* (2x + 3) 


y=xe 





E 6 y = xin(x* + 1( 


التفاصضل ۳۷ 


3 0 
أ( 17 + 6)2 = 2 1(2 + 302 = = . 


افترضنا في هذه المسألة ضمنيا أن 1 + 22 = ا ومن ثم فان =u‏ ر. 
بعد ذلك استخدمنا قاعدة السلسلة : 


dy dydu 
dx dudx 
du dy 
=2 وحصلنا على النتيجة أعلاه من 7 = سم و‎ 
dy 3 1(-2 يم‎ 3 - : ١ 
ا کے‎ j — اس تسم ته‎ 
dx 2 32 - 1 | 
dy ( 
٣ —sin5x X 5 = - 5 
dy 2 
0 = 60563262 + 7) x (6%*) = 62 cos(3x* + 7) ) د‎ 
dy -_ ETS 27 ۱ ھ)‎ 
1 403 (2x + 3) < sec“(2x + 3) 2 


= 80013 ) 21 + 3)sec*(2x + 3) 


في هذا المسألة استخدمنا الصورة التالية لقاعدة السلسلة : 


dy dydudv 
dx du dv dx 


حیث ان 3 + 227 < 9 و 101۷ < و FU"‏ 


۳۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ورت 9 ۱ 1 لا د 82 
نندظ EEE‏ سنج تس ون 

0 5 

= xe” 3* (6x) + e 3* = )1 - 62( و‎ 


استخدمنا فى هذا السألة قاغدة الضرب للمشتقات : 





5 ١ E du 
dx 6 ا‎ dx 
حیث إن = ا و "*6-3 = . كما أننا استخدمنا قاعدة السلسلة لایجاد‎ 
dv 
ده ه ا 2 لس ص “لام سب‎ 
17 6 ¢4 ۷ 31 حيث إل‎ ۳ 
dy 2 
اباس ح لد‎ x 2x + ۳70222 + 1) + 702 +1) )[ 
dx x2 +1 ( ۱ x2 + 1 ۱ 5 
dy 26052 — 0 
ا لت سس سس ات‎ 
dx ۳ 


ف هده المسألة استخدمنا قاعدة مشتقة خارج قسمة دالتن : 


0 5 5 vdu/dx — u 01 / dx 
مرن‎ 1 02 


حبث إن 5111 = 1 و ۲ < 17. 


(5,5) جد مشتقة ۵۳  <‏ حیث إن © ثابت وذلك بأخذ لوغاریتم طرفي 


العادلة قبل الاشتقاق. 





امحل : 


ا ( SIRS MO"‏ حار 


التفاضل ۳۹ 


ادن ۰ RE‏ وات 2 


لاحظ أنه فى الحالة الخاصة التى يكون فيها © = © نحصل علی: 


۱ 01 ۱ 
= ووو °= ردم ) 2 وذلك لأن 1 = ۲6. 


dy 
: د‎ ¥ 


) (2 + 6062 حير 


بع VSIRGY)‏ = دير 





اخ 


أ) باستخدام قاعدة السلسلة لدینا: 


dy / 
3 dt 
y 21 


dx 0 3242‏ 
بوبه > 
ب) باشتقاق طرف المعادلة (ر×«ا)ر = 22 ضمنیا بالنسبة إلى × نجد أن: 
إا ع (وم ]sin)ey([ + sin‏ ر = ×2 
بر] y= [sin(xy)] + sin (xy)‏ = 


0 ۱ dy 
= yc0S)xy( 2 [xy] + sin (xy) 2 


3 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
dy‏ + بر + ١)‏ - 
ycos(xy) (x Fy | ۳ sin (xy) dy‏ = 


d:‏ ا 
cos)xy( + - [xycos(xy) + sin (xy)]‏ “رو = 


0 2-y T0509) 


اد 5 اماما — 
(XY)‏ 57 + (7ة) 87605 dX‏ 


ج 


(۸.) جد النقاط اخرجة وصنفها لكل من الدوال التالية : 
مر 3 


= e 


f )x( = 


TEE 
حيث إن 0 < ۲ وء و 6 ثابتان‎ U(r) = 4|) -(9 | 
r ۳ 
فإ بر گم‎ 
تابت‎ Ap و‎ r >0 الات رمم حيث إن‎ 
۱ 0 





أ ) لإيجاد النقاط الحرجة نضع المشتقة الأولى صفرا فنرى أن : 
> 1 73 
5x7 )327 - 22 - 9(‏ 3۴ سسسب" ا 
+ ید2 1-۳ 8 +4 1۰ 2 
الان 0= f'‏ عندما 0 = × أو 7 حيتت ات 


1+207 9 2۳ او‎ 
—- 9 f 


۱ 
2 9 











إذن » توجد نقاط حرجة عندما 0 = × أو 


الآن » لتصنيف النقاط الحرجة نجد المشتقة الثانية : 


التفاضل ۱ 
6 - 26۶ - 463 < زيو) 7 
عندما 0 = × جد أن 0 = (×) f"‏ ومن ثم فان اختبار الشتقة الثانية 
یفشل فق مدید ماهیته ا. ولکن علاحظة أن وة () عندما 
0 ب × خلص إلى وجود نقطة انقلاب عندما 0 حب 


E wi 1‏ ۱ 
ف = × نجد ان 0 > (×) f‏ ومن ثم توجد نقطة عظمی . 
1+7 


عندما سس = بر جد آن 0 < (6" ویکون للدالة نقطة صغری 
في هذه الحالة. 


الشکل انیا يبين منحنی الدالة : 





عندما 


یو - 6 ارثيد5 تمدن 





8 
ب) 2 + 1 





f )x×( = 





3 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
لا دمم مد چچ 
27 +014 .۰ ۰22+ 1( 
(*× + 22()1 - 4201 - )“× + 22:01 - 
4ع + 1( 


f )x( = 


f" 0 = 


وكاب 23 _ 
1+3( ` 
الان » 1 + ×5 0= 1-22 + 0 - (2 */ 
ومن ثم للدالة نقطتان حرجتان عندما 1= × و 1- = . 
1 1 
وا DS SO Iam O‏ 7 


فيوجد قيمة عظمى عندما 1 = × وقيمة صغرى عندما 1- = ×. 


U) =|) -6 | reê با‎ 


U (FF) خ‎ 4ê ]-2 O 2 20 6 3 


۳ - 0 ی 


9 
U" )( - بأ‎ ) : ) <+ 26( : (> 
24] 14 8 
و2‎ 0 
U' (r) =0 > )- *( ]1- 2) ) |= » الآن‎ 


اذل ۴2# آی 216 حدم 
1 
الحرجة الوحيدة حدث عندما 266 = 7 وعندها تکون للدالة قيمة صغری 
1 
لأن 0 < (266) ''[لا. 


e التفاضل‎ 


بيان الدالة مبين بالشکل أدناه. 


u [*(6/۳)-*6/۳(۲)]ع4<‎ 





الدالة 065 هي دالة الکمون (1.۱۲) للینارد جونز وئستخدم عادة 
لتقریب الطاقة الکامنة بين الزیثات. 

بینما لا توجد تفاعلات بين مکونات الغاز الشالی لکن هناك تفاعلات 
بين مکونات الغازات الحقيقية » فمثلاً » یوجد تنافر قصير المدى لنم جزيئيين 
من احتلال فراغ واحد وجاذبية طويلة المدى (من نمط ثنائي استقطاب محدث 
وثنائي استقطاب تفاعلي المعروف بنمط (فان دوالز) وتضعف هذه احاذبية 
كلما ابتعدت الحزيئات بعضها عن بعض. تثل القيمة الأمثل للفصل ۲ التوازن 
بين هاتين القوتين المتضادتين ونحدث عند القيمة الصغرى للدالة (7) 7 


7 


۷ ان‎ 
P(r) = م/م (-2)پس‎ ,r>0 3 
803 " do 





8 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


2 


وخر ۵ ۶ 7 | ۲ 
Pm - 2-2 + 2۳ )2 - |‏ 
do 7‏ م9 8a3‏ 
8 قل 0 
“إل -2) 
0 م 
r‏ ۳۱ ۲ ۳ 
0/ ع 4 + 6 - 6 3 - 2 ت 
مهنا Ao‏ ,ها 00 


P(r) = : 2 [ ت‎ 6 
2 دم‎ ٠ ليه‎ (EY do 


+r 





-r/ do 











- (2) -6 +4 





ا ل -2) 2+ 


20-6 0-6246 To 


1 ۳ ۷4 م 03م‎ 4 r 
(ع) چ‎ - 2) ( + )( - 
800 | ۵ 0 da: م0‎ 


+ 8 gi 





الا 0ح Ol ss F0)‏ حدس او عو - مار 3) حدم 


م5 أو ص ج مر 


اذن » توجد نقاط حرجة عندما 26 < ۳ آو م۰۷5(۵ + 3) < ۳ آما 


عندما یکون 0 = ٣‏ أو مه ج ۲ فلا توجد نقاط حرجة. توجد قيمة صغری 


الح قش دما 264 < ۴ لذن 0 < (م26) ۳ و قان غظ سان عتما 
۷5(۵۵ ± 3) = ۲ لأن 0 < (مه(۷5 ± ۴))3. بیان الدالة موضح في 


الشکل ۳۹ 


التفاضل 0 


24|( رف - م 





الدالة (2)7 هي دالة الکثافة ال شعاعية الاحتمالية لالکترون ذرة 
هیدروجین في الحالة 25. أي أن احتمال وجود إلكترون في الفترة الصغيرة من 
۲ إل ۵۳+ ۲ عن اللواة یساوی ۳)۲(۵۲ حیث إن < (۲)۲ 
۴٠‏ و ۷ علاوة على القيمة العظمی الأساسية عندما + 3) = ۲ 
مه(۷5 حيث الاحتمال الأكبر لوجود الالکترون فتوجد قيمة عظمی أصغر 
ی ی ری ی وج میتی مود نی دای 
الا ختراق » كما تقدم معلومات مهمة عن سلوك الالکترونات عند غلاف 
الذرة. 


ال( سب 


التکامل 


INTEGRATION 


احسب تکامل کل من الدوال التالية بالسبة إلى . 
1 1 
XxX + x - -‏ ب - x (x‏ 
x X‏ 
د) *2م 


sin(2x) + cos (3X) و)‎ 


ج 





2۷ 


۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


| (e-2 dx = | 2-»2( dx ب)‎ 


5/2 1/2 
BE E 


- 2 (2-1) + 


1 
ty — 9 _ 1 
| 2“ ا‎ +E ج‎ 


د( 6 + خم ج = e**ax‏ | 


هم 6 + (1 وق کے .2 ۱ 
۱ ر ۳۳5 ر 





فرضنا سيا نی هذا التکامل شا قمنا بتعویض 1 - 22 < ا وسن ثم 


2۶-1 Ju 2u ۳ 





1 
۱ dx 5 4 1 du 1 


1 ۱ 1 
| inex) + cos )326((026 = - < 605 )2( + 3 sin )32( + 6 (, 





۹1113 
1 tanxdx = / dx = - [n(cosx) + 6 
| 1 


= In(secx) + ) 


عا 





510113 
0 


سم = tanx‏ يكون من الواضح أن مشتقة المقام هي البسط 


(رباستثناء الاشارة). 


التکامل ۹ 


وإذا آردنا|عطاء تفاصسیل آکشر نفسرض أن ۷ ومن نم 


. du = -- ۲ 


: ویکون‎ 
520111 du 
سس‎ x= | = mu + 6 
COSX u 
n xd بت‎ 05) 220( (0 
۱ XOR = < | (1- 5) 2۲ ( (۷ 
- <) ا‎ + 
+) ا‎ x) 
1 1 ۱ 
یت‎ sin(2x) + C 
1 dx 21001 + x2) + 6 ۱ 
E ا ڪا‎ A 


حصلنا على هذا التكامل لأن مشتقة القام هى البسط (باستثناء معامل ثابت). 
آما إذا آردنا تفاصيل التعويض فهو × + 1 = »ا ومن ثم 2102 = 411. 
ط( 0 + 071۲ = بش | 
على الرغم من كتابة الإجابة بسطر واحد (لأن هذا هو أحد التكاملات 
الأساسية) › إلا أنه من المکن إجراء هذا التكامل بتعويض 0710 = ×. 


.dx = 5602606 = (1 + tan”0)d9 = )1 + ×”(d8 ومن ثم‎ 


وبهدا یکون : 
012 
| 111 > - قنخ | = 
tan *(x) + 6‏ = 6 + 0 | بش | 





0۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


7/2 1/2 


/ HR HAR مع‎ ۱ sin“x cosxdx (Î 


0 0 


2 + 3 


1 يت 
۰ 2+71 





/2 
. 02 


أ( ای ] - 01 5171141 / 
Û‏ 


- = [sinî (E) - sin5(0)] 


إن وجود مشتقة 5102 ساعد على إيجاد هذه التكامل بسهولة حيث قمنا 
بتعويض 51112 = ا ومن ثم 6 = 11 ما يؤدى إلى 

۱ 571*2۷ 60510026 = 3 du 
آما إذا لم تكن مشتقة 5172 موجودة فان إجراء التكامل بحتاج إلى مجهود أكثر‎ 


وعکن سسا ف مثل هله الحالة باستخدام تو لصيغة صعف الوا تست 


مد -- 1 = COSA)‏ 
ب) باستخدام التمرین (۳,۱) لدینا 3 + 4517120 - 60540 = 851770 . 


وبهذا کون : 


التکامل ۵۹ 

02 1/2 

۱ حا در(‎ 1 (cos(4x) - 4cos(2x) + 3) dx 
1 1 772 
2 ِ sin(4x) — 2 sin(2x) + 32 


0 


11 
کک‎ ۴ (sin2r — sinO0) — 2(sinr — 51718 ) 


+3)-0( 


37) 
16 


4 
ة 3 + x‏ 
ج) لنفرض ان 
3 چچچ | - 1 
بوضع 1 + ×2 = یه نحد أن 20 = 20 . 


از 


)١(‏ الترجم: كما دکر في نهاية حل الفقرة (1) من هذا التمرین فانه يكن استخدام التطبیق التکرر لصيغة 
2sin*x EY‏ - 1 = (205)2© لساب هذا التکامل وبصورة عامة تکامل 


أي دالة على الصورة (:2) 5117 أو (:2) 0057 حیث إن 11 عدد صحيح موجب زوجي. 


0۲ اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


7 J15 بل‎ 5٩ 
“BT B2 

_ 13 0 

1 د 5 ابد 2 


نکامل لاسن يي ونشتق 3 + × 101 


| > - ]]+ 32x + 1|] - | V2x + 1 dx 


4 
= 21-3 E (2x + اف‎ 


0 








۱ dX | dx ۱ dx 2 
| 22 - 546 | 3ج‎ 1-2 


= In(x - 3) - [n(x - 2( + 6 


=1 +e 
— [n 2 





ان 


التکامل 0۳ 


22 - 5x + 1 5 
ei) 7 


1 dx 1 dx 17] dx ب)‎ 
(x - 1(۶ | 2 1 ل‎ 22-3 


3 17 
- سس‎ +(x —- 1) -—[[ (22-3) + 6 
x —1 2 


11x +1‏ ی | 
ج( 
(x - 1()262 - 3× - 3‏ 
dx‏ 1 / 5+ 32 - 
ال و ری 


-< | 20 - 3 د + برل‎ | dx 1 dx 
2 2 آل 2 و3 شير‎ 2 - 3× - 2 12-1 


dx 











3 2 79 
= -[]n)x* - 3× - 2( + | 
( 








(17/2/) - 3/2(2- ل 2 
6 + )1-— )37 - 
م + )م ۱ 19 ) ۳ 
۷ | |3170 = 
1/17 1/17 1 -- 2 


لحساب هذا التعاما استخدمنا العديد من المعالحات ( كما هو الحال ف الکث 
لحساب هذا التكامل من المعالجات (كما هو الحال ف 
2-3 )3 
ارين لاا ده یط لیس ا عت = 5 +32 
وهنا حضانا علی اجسزهالاول من التكامل. شم قمنا باگسالالریم العف 
x - 3x - 2‏ ودلك لاستخدام القاعدة العلومة یت )=( tanh‏ 
كان من المڪ أيضا استخدام ر =n‏ - =( 2077 أو إثيات ذلك من 
التکامل بتحلیل القام. 





0 اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
(© + 0()00 - 6) = 45ج - 2 


د 3 م 17 : ۱ 
حیث إن < - × = 0 > 0 ومن ثم استخدام الکسور اجزئية. 


(0,5) استخدم التكامل بالأجزاء لوثبات ما يلي 


ا( 6 + 206052 — ن) = 517202 Xx‏ ۱ 


1 
1 SIRE عدن ايوق‎ 2 (sinx + cosx)e * ب)‎ 





اخل : 


1 2 ٩۱1۱2/012 = 2۲6052 + | cos dx 0 
= —XCOSX + 5112 + 
ب)‎ 


بوصع (sin e™*dx‏ | = | لوا أن : 


يسما 
|| 


—e *sinx + | e *coss dx 


= (2 - e 6 - ۱ e 13ج‎ dX 


۱ 


—(sinx + cosx)e * - [ 
2 ادن‎ 


| sin ول تاج‎ ۳ (sinx + cosx)e * + 6 


التعامل ۵ ۵ 


(۵,۵) إذا کان : 


1/2 


sin" ۷‏ / تخییگه الا 1 جا 


0 
فاثبت أن 1-ي,1(1 -2) = م۸1 ومن ثم استخدم هذه العلاقة 


ساب و 1 





7/۵ 
sin ۲ 4‏ ۱ راز حیث (ن 1 = 1 
0 
إذث : 
1/2 
2 : ۱ ۱ 2 وان 
۲ 2 57۷ ۱ (2-131) + 0 ييه sin‏ = 1 

0 


7/2 


= 0+ (n - 1( / sin" 7x (1 — 57*2۴ ( 
0 


1/2 1/2 
= )2-1( 1 5] 2 dx — 1 sin"x dx 
0 0 


]ا )1 ¬ ) = 
وبهذا يكون : 


In 


۳۳ Û n = ۸-2 


ان » وهات 7 حت ان 1< ۾ 


01 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 





مما أن : 
71-١‏ 
ما | | کا 
فان : 
2 4 4 
وعد ۶ وا ۶ وا 
7/2 
ولکن 1 < 12 [مرومع-] = sinx dx‏ ]يا 
0 
اذن ؛ 
0 
7 = و 
ایضا : 
3 5 7 / / 
FT‏ نه a‏ 2 و = وا 
1/2 
ولکن + = ۳/2[] = dx‏ | < وا Os‏ 
2 / 
35171 
معد < وا 


إذا گان ۴00 =( فاثت أن 0 < بك () 1 1 


جد صيغة مماثلة للتكامل إذا كانت f‏ دالة متماثلة (أي زوجية). 





0۷ التكامل‎ 
dt 0 0 
| fea = | ۶64+ | fear 
-a 82 0 
هی | - = (يوضع يا = ين‎ + | F0 
3 01 ۲ 
)۲)-۷( = —f (u) (لأن‎ = jr du + | fe» dx 
- - | 6۵0۷+ | fax =0 
0 0 


للحصول علی النتيجة آعلاه بدآنا بتجزئة التکامل من عت( إلى جزئین 
(جزء لقيم × الوجبة والجزء الاخر لقیم × السالبة). بعد ذلك استخدمنا التعویض 
×- = ا (وبهذا 4 - = 01) ومن ثم استفدنا من کون الدالة الکاملة تخالفية 
وبدلنا حدود التکامل. وبهذا جصلنا على الفرق بين تکاملین متساویین. إن تکامل 
الأول بالنسبة إلى 1 والآخر بالنسبة إلى 2 لایوثر على قیمة التکامل احدد لان 
القيمة النهائية للتکامل تعتمد فقط على © ولیس على الطريقة التي کتبت فیها 
الدالة كدالة في التغیر × أو في التغیر 1. 


في الحالة التی تکون فیها الدالة تماثلية » أي (×) f‏ = (-)/ فان الخطوات 


السابقه تؤدى إلى : 


| جر ]| +سههور | - هر‎ - | Fit 
-a 0 0 0 


0۸ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
في الحقيقة » يمكن كتابة أي دالة كترتيب خطی لدالتين أحداهما تمائلية 
والأخرى تخالفية على النحو التالی : 
50 1 1 
(x) - f(-*)|‏ راج + f) => lf) + fC)‏ 


حیث الخزء الأول من الطرف الاکن دالة تماثلية والجزء الثانى دالة محالفية. 


(لنمسن ساو 


متسلسلة تايلور 


TAYLOR SERIES 


() جد متسلسلة تايلور للدالة (< + ×) 5 لقيم × الصغيرة. 





f(r/6) = 2 ۰ f(x) = sinx 
f'(r/6) = 1/3/2 < f'(x) = ۷ 
f"(r/6) = -1/2 < f"(x) = —sinx 
زة رج "كر‎ = 3/2 ۰ Ff“) لومم سح‎ 
f""(r/6) 21/2 ۰ ۰ ۳۵ = sinx 


f(x + a) = f(a) + xf (a) + f (@) + f(a) +... ولکن‎ 


(1.۲) جد صيفة ذات امحدین للمقدار ۳( + 1). وبکتابة ۷6 علی الصورة 


2( + 01 حی؛ث إن 4 و ] ابتان مناسبان ۾ احسب #89 و #17 


مقربه لأربع مراتب عشریه. 
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1۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


: الحل‎ 
۲ ب‎ 1 › ])( < ×" 
] )1( < ۰ f(x) = “عتم‎ 
f (1) = n(n -1( ۰ f(x) = n(n - 


f'"([1) = n(n —-1)(n —-2) ۰ f(x) = n(n -1(0- 2"3 


7 ۱ 2 FF FFF 
f(a +») = f(a) + xf'(a) +f" (a) ری‎ 
Eee 
+ ادن‎ 
۱ اه وال ار‎ 
GE E 57 نك‎ 


nx +‏ + 1 ح 013۳ حیث إن 1 > |×|. 
i ais‏ ا 
إذا كان < = ۸ فان : 


4 3 2 | 1[ ح »ود 1 ال 1 > |x|‏ 
ا ۱ 9" j E‏ ناد ۳ جيبلا و 


۷8 = ۰۷9-1 = 31-9 


وبهذا یکون 
BK 1‏ سل lL &K‏ 
ET: mg - 5) +‏ (و-)ج- (و) +9 - ۷8 
۱ 1 1 1 1 - 
839808 11664 648 18 5 


(مقربا لأربع مراتب عشرية) 2.8284 = 


“17 - 1/16 + 1 = 4/1 + 6 


LES, iis TEI ۳۹‏ 
و - FEE‏ 25-2 +1 - 1 
1 1 1 
ل ی بیس | رب 


( مقربا لأربع مراتب عشرية) 4.1231 = 
من العلوم أن تقارب صيغة ذات الحدين سريع جدا عندما يكون 0 ج |×|. 
فمثلا » إذا أضفنا امحد 72 (وهو 107-15 < 1.25-) عند حسات: 
2 10 + 1) = ۷1.0000001 فاننا نحصل على تقریب آفضل من 
التقریب الذي نحصل عليه باستخدام معظم الآلات الحاسبة. 
إن أفضل طريقة لحساب 92 + ۷2 حيث إن ط << © هي باستخدام مفكوك 
ذات الخدينة ؟ 


1/2 


FFF - »]1+ | 


+20 ~8) * 6) --[ 





< 0 





و دلك لتلا ما بیس عقيل التقریب حتى لو استخدمت أجهزة عاسب آلی 
عالية الدقة. 


(۳) جد متسلسلة تايلور لكل من (× + 1) 12 و (× - 1) :171 ومن ثم 


جد متسلسلة قوی للدالة [2 بن رع IC‏ 





1۲ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


f(1) =0 ۰ f(x) = 6 

fF OU) 1 : FOS 
۲۷0 --1 ۰ ۳6۵ سب د‎ 
=3 ۰ رد سن‎ 
f(D) 2-6 ۰ ۲۳ 4ر6 - = هم‎ 
حورم "اع‎ 24 ¢ Fs Am 


f(a + x) = f(a) + زد‎ (a) +۶" (م)‎ + f" (a) +۰۰ ولک‎ 


اوه 
ادد » كر ين قيب 21 


ا ال یر ا 1 حت ان 1 > تا 
a ۳9‏ عد = +x)‏ ۲/1] بيت ! 


وبتعویض - = × فى الصيغة أعلاه نجد أن : 


A 98‏ اش ۱ 
س بت با اس × = (× - 0)1 حيث إن 1 > |2|. 





ف ۰ ظ 11 
وبهدا یکون (- 1) سا - n (7Z) = n(1 + x»)‏ 


۱ 5 3 ۱ 
۰ سل سس 4 بت ث إن 1 > ا 
١‏ +++( حیث إن |x|‏ 





7 متسلسلة ماکلورین للدالة 7 658 . 


ال : 
متسلسلة ماکلورین هی حالة خاصة لتسلسلة تایلور عندما یکون 0 = 0 
(حول نقطة الأصل). ومن المکن الحصول علیها بالطريقة الاعتيادية. أي بایجاد 


متسلسلة تایلور 1۳ 


مشتقات ()* 6053 وم ثم قم هزم ال قات خندما 0 < ۲ ولکننا شد ةكد 
من کی 1 


طريقة آسهل من ذلك وهی ایجاد مشتقة 60510 مره و احدة فقط ومن نم 
ستخدام صيغة ذات الحدين واجراء التکامل للناتج حدا حدا. 





بوضع () 0571 = (×) نجد أن 2۳1/2 -1)- = چک = () ۲۲ 


35 5 3 1 
اک و را 6 ا ک2 9 ار و ا 
ولکن 4 Fag Fax‏ وی 1 ( وت 1 


ادن » 
جه (م ۶ | = 6۵ 


0 و 5 ٩‏ 
عت انی ©" میسنت وش سید ی هی ی ی ال د 1# يد 
د ا 


1 1 
وبا آن < ك کت فان > = 6. إذن » 


1 
COS )2۲( = 2 A 


يجب ملاحظة أن متسلسلة ماكلورين صحيحة فقط عندما يكون 1 > | 


OE O) ST 


(9,) احسب قيمة النهایات التالية: 
(i‏ 9۳02 


lm 
لاب بر‎ 


3 ل - 251112 + 26052 .. 





x 


15 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


00 SRA . ax 0 ل 6/ ير‎ ۰ (i 
lim lh نس‎ 
جين‎ X ۳-۲0 74 


= lim 6-۶ 4... | 
22-00 6 


= 0 





أو باستخدام قاعدة لوبيتال : 


9290101 00 با‎ 0005 0 
lim = [im 
= ad 


۱ تح | وت PD CR‏ ع 1 1 - COSX‏ 
59 سو ت 5 
1 0« یز 2 0 





أو باستخدام قاعدة لوبیتال : 


60052 — 1 . 2 0 





هت 7 << سس __-1۲] 
0ج 2 2 1+0 
۱ 2 ج 251112 + 26052 
x* 3‏ 0 
xX)» - ° /6 + ...( - 2‏ + (... -24/ 4ع + 25/2 - 2)1 . 
س ا ت 
8" جمد 


۰ ۱ 1 4 

lim ج-)‎ + 0(2) 
1 

12 


الرمز (*)0 (من درجة ) يعني أن اخدود امحذو فة حتوی على حدود 
من الدرجة الثانية فأكثر. 
أو پتطبیق قاعدة لوبیتال ثلاث مرات : 


6 + ]۲12و 2 جح ۲2۳5۲7127 2020336 . 


x3 00 4x3‏ 0« م2 
12 39 
ع a‏ 
1 2 
6 -- 
x¬+0 12‏ 








0) إذا علمت أن للمعادلة 0= 3 - 62 + 32 + 23 جذرا حقيقيا 





طريقة نیوتن ورافسون. 


امحل : 
نفرض أن 3 - ×6 + ×3 + ×3 = ( )۴ عندئل 6 + x + 6x‏ = ۴۳ 
اذا کان 0 2۶ ( )۶ فان التقريب الأفضل لحل المعادلة 0 ¬ () f‏ هو 1+م× الذي 
حمق : 


fs) Xn + 3X + 62 =3 
FO) 7 3x2 + 6x, + 6 





Xn+1 = Xn < 


11 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


بلا بوصع لا = Xo‏ 0-- < (م) ] 
xı = 5‏ ۱ 5 = (2) / 

FOS) = 2 2 رم‎ = 4 

f(x) = 0.00006633 ۰ ږل‎ = 0 

f )x4( = 0 ۰ مر‎ = 76 


ای أن 0 = 3 - ×6 + 32 + 3 عندما يكون 0.40629 = × (مقربا 


y= +3 + 62-3 = + م3‎ +6z~3 





النصسل ایر 


ال عداد المر کب ة 
COMPLEX NUMBERS‏ 


إذا كان 3 + 2 = 1و1 - 1 = 7 فجدالر كتين القيقية والتخيلية 


لكل ايلي 
Uu ۲ 7‏ 
UV‏ 


17/1 





u+v=2+1+ i(3 - 1( = 3 + 22 ) 


1-1 ح‎ 2- 1 + i(3 + 1( = 1 + 4 














ب) 
uv = )2 + 3i()1 - ¡( = 2 - 2i + 3 - * ۱‏ 
+i ۹‏ 5= 
E‏ وا مس 
م وس ]+14 :+۱1 /:-1١ا‏ 1-1 v‏ 
' 51 +1 
2 


1۷ 


1۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


هر) 











سس مس یت [یی و )] ×( 


1 
ره‎ j 2-311 ۲ 8 


او 














1 1 ( 2 (× 2ے‎ 
u TIES ۱-1 و9‎ 25 3 


إذا كانت ا و 17 كمافي التمرین السابق فجد كلا من : 


۷ ب ) || 
۳۳۳ د( lu/v|‏ 


۳/۸۱ 





أ( 4+9 = (3 -3:()2 + 2( = uu”‏ = 2 
اذن ع 5/13 > | . 

نش LEF FS TEL‏ منج "نت *[9] 
لذن ۰ ۷2 < إا 

luv|* = (uv)(uv)* = (5 + (5 - 1) = 25 + 1 ج(‎ 


اذن ۰ ۷26 = |۷7 . 


الأعداد المركية 518 
من الممكن تعميم ذلك باتبات أن ۱۱۱۲۶۱ = luv|‏ لأي عددین مر‌کین. 
وو و یه دللی ‏ لا حط آن و (uv)‏ ومن ثم فان : 
OE = |]‏ لقن ع ۳۲۶ 
TER‏ و ]يس ê AKA LOS‏ 
-(_ تج - (6 - ار 


۰ 7/26 
ادن ۲5 س 





ما 


ااا 








وهذا يبين مرة أخرى أن مقياس خارج القسمة يساوي خارج قسمة المقياسين 
ويمكن إثبات ذلك بملاحظة أن : 


لکل 1 و د 


5ك 1 FET FS‏ وت انب ۴ 1۸ 4 17 
۳ 169 | 13 )| 13 )- 8 7 














2 | 
إدل » 36 `` 0 / 
8 0 1 1 ع ٠‏ 
وهذا يبين أن مب ا - لأى عدد مركب 2 وق حالتنا |17 /لة| /1 = اللا//ما|. 


0 إذا كان 1۷3 + 1 = 2 فارسم كلا ما يلى على مخطط أرجاند: 


1 


کے جوم - 
7 





7 < 1 + ۷3 = 3 


۷۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
أي أن مقياس 7 يساوي 2 والازاحة الزاوية هي 60. 
ادن › 
اح ع ایق ع کی 07ے کی 8یق کے 3ج - : 
(3/2 اتاج 3 ie gS aT‏ 


Im 





(5,/ا) حمل العادلة 0= 1 + 224-7 . 


اخحل : 
لاحظ أولا أنه إذا كان 0 <ع + بم + 22 فإن: 
—b + 2 - ۲‏ 
20 
زا € اد کر 2-1 07 < 1 +4ج 2ج 


3 4- 131۷1 
سس .ی 


7 . وبهذا یکون : 


ادن 5 ۳2 


الأعداد ال رکبة ۷۱ 
(۷,۵) حل العادلات التالية : 
4 1 < نج ب) 1+7 - 


ج) 1= ”)1+ (z‏ و "جح 1(5 ++ ج) 
ارسم حلول الفقرة (1) باستخدام خطط آرجاند. 





الحل : 
6 لا حط آن N = EE‏ حيث ان ع و رات( = 1 من 


2/5 


ذلك نستنتح أن 8 ب سان 012 = 
عدد الخلول الختلفة يساوي5. إن اختیارنا لقیم # لیس وحید ا 


الممكن أن نجد الخحلول التمسة الختلفة لو عوضنا عد 
بالقیم 1,2 ,0. إن وجود خمسة حلول مختلفة هو آمر 
متوقع لأن عدد جذور أي كثيرة حدود من الدرجة يساوي وهذه 
الجذور إما أن تكون حقيقية أو مرکبة» وإذا كان الجذر مرکبا فان 
مرافقه جذر أيضاً. آي آن امحذور المركبة چب أن يكوة عددها عددا 


فو اران قاری ۷:۷ 


بع  < IgE‏ + 1 ع 23 حيث إن 1 عدد صحیح. 
او > gir(1+8n)/20‏ 21/10 حت 4-5 /1)76ى 21/10 = 7 حرث ان : 


n= 0,1,2,3,4 


۷ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
Im‏ 


۳ 731 


چ 
ا 





9 
زب 
۳ 
ا 


ج) 2۳و < زات ؟(2+1) حیث |ن 7 عدد صحیح. 


اذك + 2۳0/5 1+ .ی أن 1- 1819م < 2 حیث ان UHL ET‏ < 1 





5 ۱ ۱ 5 
د) جا أن 25 = 1(5 + ج) فان "۳ع = 1 = () حيث إن 7 عدد 
1 0 ظ 
ظ صحیح. ومنه فان سر 005 کا 
۳ 


1 - )1 5 هئ ۳۹ 


1 


o ORIS‏ = سين 
س 5 
1 - 1()6-12770/5 - 12770/5ع) م 
۱ 1 
1 - 1277/5 ) سام ابقل 
cos (2rn/5)] ۱‏ - 2/1 5 


الأعداد المركية الف 
حيث إن 1,2,3,4 = 11. 
لاحظ أن 0 # 7. لآنه لو كان 0 = 7 فان القام 0 = 1 - 27۳/5 وهذا 
إن وجود آربعة حلول فقط لبذه العادلة يرجع إلى کون آنها معادلة من 
الدرجه الرابعة ولیست من الدرجة اخامسه ومن المکن رؤية دلك س ول 


بفك القدار *(1 + 2) ومسواته بالطرف الأيمن 25 لنحصل على العادلة 
0 = 1 + 527 + 10272 + 1023 + 574 


(۷,۲) استخدم 6 و e‏ لاثبات صحة التطابقین (۳.۱۰) و(۲.۱۳). 





الحل : 


نعله أن 5:70 + 050 - ام وآن ۴ای اا ے (4*8 ام الان : 


قذم هام -- (۸+8)ام 
B) + isin(A + B) = (cosA + isinA)(cosB + isinB)‏ + 60504 جه 


= cosAcosB — sinAsinB + i(sinAcosB + cosAcosB) 


وعساواة المركبة الحقيقية في الطرف الایسر مع نظيرتها في الطرف الأيمن والمركبة 
التخيلية في الطرف الأيسر مع نظيرتها في الطرف الأيمن نجد أن : 


cos (A +B) = cosAcosB - 
sin ) 4 +B) = sinAcosB + cosAcosB 


۷ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(VV)‏ استحدم مبر هنه۹ دعو فوار لكتابة کل من sin48‏ و 0049 بدلالة قوی 


0 و 6050 





اخل : 


60940 + isin40 = (cos@ + 104 


— ۵53۶0 + 4icos30sin@ + 62 تورزع 8 2ووع‎ 9 + 4:3 cosOsin30 
(0 


— 098 - 6606*6510 + 0 
+ :]46053 051 — 00۵5031 


وعقارنة طرف العادلة نجد أن : 
cos*@ - 6605*65۶۵ + 0‏ = 00549 
sin40 = 6053۵5:70 - 0‏ 
إن هذا الاستخدام لبرهنة دعوفوار للتعبیر عن 60540 و 5/740 بدلالة قوی 


0 و 2056 أسهل من استخدام صيغة ضعف الزاوية للدالتین 517020 و 60520. 





0م + 146-وم + 157129 + 20 + 15120 + 146-وم + ع 
26 


الأعداد المركية ۵ ۱۷ 


EL - 0 i20 - 0 20‏ 0 وم ل 166 1 
رد ۳۳ ور 17577 الما وو ای ا یت 


32 2 2 2 2 


1 
- 3; 0 + 6cos40 + 1560520 + 10( 


( استخدم تعریف الدوال الزائدية لإثبات أن : 


sinh(x + y) = sinhxcoshy + coshxsinhy 





ثم جد صيغة مشابهة للدالة (17 + 0 005/1 


لحل : 
e? +6 ۳‏ ۳ ۱ 8ے 5 
عا ان = 605/۱0 2 وان = 511/10 05 فان : 


sinhxcoshy + 7 


کح م 


و ھی او ین ایا وی کے وھ یات یی تدای 
لت س ر 
()<ن - +2۲ 
سم 
sinh (x + y)‏ = 
وبالثل » 
( + 2) 6051 
(+)-<ی + ت22 


2 


۷٦‏ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
*@ — تن + FY ŞE FY E FY‏ 20+ 263*450 
4 
27ى + 2۷ن ۵۲۲ 3539م ¥۷ + 02 + EY‏ + 1*۲ 


4 4 


ت تجن .تب تب . 


= coshxcoshy + sinhxsinhy 


coskO 


k! 
k=0 


/ e“* sin(bX) dx 




















Tal س 0 16ج ]ج70‎ 
ا[‎ k! k! 
e ديرن‎ e أ(‎ 
6 
= Re 2 0 / 
k=0 

EF‏ ام ت 

) 1+ 9 +++ - exp )©( ولکن‎ 
«0 ۱ ۱ 

27 > - Re{lexp (e®)} إدل»‎ 

k=0 


= Re{exp (cosO + isinO)} 


م 0« ده 161 ف 


اللأعداد الر کبة ۷۷ 


وبهذا یکون : 


ری 


0060 0 5 ی‎ ۱ 
2 9 5 Re{e“®% [cos(sin@ ) + isin(sin0)]} 


K=O 
وه 059ج به‎ S0 (7 


لاحظ آنه مكو احصول علي اجموع المرادف للدالة 5760/11 من 
0 - إلى ه = # من السطر ما قبل الأخير وهذا اجموع يساوي 
sin )510(‏ ٠ع‏ ذلك لأن خطوات الحل متشابهة ما عدا استبدال الجزء الحقيقي 
R0‏ بالجزء التخيلي [17120. 


ب) يول mie‏ تا / ت sin(bx) dx‏ “| 


dx‏ ۱و 0 ]ور ] / ع 
[Im px(atib) dx‏ — 


رن )ام 
اد 1134 
a + ib‏ 


لکن 2ب - مر 1 ( 1 











a+ib \a+ib/ \a—ib/ قو‎ + 2 
AX 
۱ = Im ا‎ (a - ib)(cosbx 
۱ e“* sin(bx) dx کي‎ FD 


+ isinbx) + 8 إدن»‎ 
ax ۱ 


(asinbx — bcosbx) + K‏ ححا اد 


۷۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


مرة آخری نستطیع حساب تکامل الدالة (×ط) 2۳۳605 من السطر ما قبل 
الأخير باستبدال الجزء التخيلي 1"6 بالجزء احقيقي ()30. وبهذا نکون قد حسبنا 
تکاملین دون إضافة جهد جدید. من المکن حساب هذا التکامل آیضا باستخدام 
ريقة التکامل بالأجزاء (مرتان) ولکن طریقتنا السابقة أسهل لأننا احتجنا فقط 
لحساب تکامل أسي واحد. لاحظ آیضا أن الثوابت 6,۸,۵ جميعهاحقيقية. 


العمل الا 





VECTORS 


(۸,۱) بن أيا من الكميات التالية هی كمية متجهة 


8 


۱( درجة الحرارة بت( احال المغناطيسي 


ا التسارع د) القوة 
ه) الوزن الجزيئي و) المساحة 





ال : 

أ) درجة الحرارة كمية قباسية (غير متجهتة) لأن التعبیر اتجاه درجة احرارة" 
ليس له معنی. لاحظ أن درجة الحرارة تتغير مع تغير الکان وهذا یعتبر 
متجها. فمثلا؛ ذا رفعنا درجة حرارة مکعب معدني عند حد زوایاه 
وخفضنا درجة حرارة الزاوية القابلة فینتج عن ذلك توزيع حراري (7) 1 
وهي دالة قياسية في متجه الموقع 7 

ب) المجال المغناطيسي كمية متجهة ومن الممكن استخدام البوصلة لتحديد 
اتجاهه عند أي نقطة. وقي العموم فهو دالة متجهة تعتمد على الوقم 
وتکتب (8)7. الشکل ادناه یبین قضيبا مغناطيسيا يبين أن اجاه وقيمة 
امجال الغناطيسي هما دالتان یعتمدان على متجه الوقم . 


۷۹ 


۰ اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


0 00 ۱ 
U = )1/( = 2 =7 


0 2 
2 = (mv) < 770 )۷( < 0 





ج) و (د) التسارع هو معدل تغير السرعة بالنسبة إلى الزمن والسرعة هي 
معدل تغير السافة بالنسبة إلى الزمن. وبا أن السافة يعبر عنها عتجه موقع 
فنجد أن السرعة 6 > ما والتسارع 20/06 = © هما كميتان 

+ = م کک = رن کے = 
ينص قانون الحركة الثاني لنيوتن على أن القوة ۴ تساوي معدل تغير العزم 
بالنسبة للزمن ويعرف العزم على أنه حاصل ضرب الكتلة 77 (وهي 
كمية قياسية) مع السرعة 7 (وهي كمية متجهة). إذا كانت كتلة جسم 
ثابتة فان قانون الحركة الثاني لنيوتن يأخذ العلاقة المشهورة التي تدرس في 
مادة فیزیاء الرحله الثانوية وهي 1710 = ۲ بحيث ان ۲ و 2 متجهان 


و ۲۲۱ داتیتا. 


dd 0 
0 EP) ا‎ << 0 


ه) الوزن الجزيئي كمية قياسية وهو مجموع الأوزان الذرية لذرات الجزيئي 
۱ ۲ 1 
وکل من هذه الاوزان هو وزن الدرة باللسهة ال 7۳ من كتلة درة 


12 
Ci 


A1 التجهات‎ 

متجهة: فمثلا » وزن سيدة کتلتها 70 هو القوة ال تبذلبا السیدة 
على میزان. ونری من قانون نیوتن أن هذا الوزن يساوي 709 حيث إن 
هو متجه التسارع الناتج عن الجاذبية الأرضية والموجه باتجاه مركز الكرة 


الارضية. 


و) على عکس ماهو متوقع فإن الساحة يمكن اعتبارها كمية متجهة. على 
سبیل الثال » إذا كان © و 5 هما طول ضلعي سطح مائدة مستطيلة 
فان كمية الساحة تساوي 69 واتجاهها هو اتجاه العمودي على السطح. 
وبا أن معظم السطوح تأخذ آشکالا غير منتظمة فانه لایجاد مساحتها 
نعتبر آجزاء صغيرة منها على آنها مستطيلة ومن ثم تکون مساحة السطح 
تساوي جموع جمیم مساحات الأجزاء الصغيرة الکون منها لسطح 
وهي 45 [ = 5. 


ds = 6 





A1‏ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
(AT)‏ لنفرض أن متجه الموقع لكل من النقاط الأربع 4 ۰ 5 با D‏ هو 
(1,2,3) ۵ (2,0,1) = هط (1,1,1) = م (5,2,5) = d‏ 
على التوالي. 
اسب له غاا : 


a+b—c—d ) 


hk از‎ 
20 — 3b - ۵6 ۰ 4 5 





ج) تتتضفت: كل فق 806 و 417 


+ = )1342 1-52401234 1-1-5( 1 
اس )ات‎ 
2a - 38 - 6 + >d = )2)1( - 3)2( - 5)1( + 2, 202( -3)0( ب)‎ 
-5)1( + 2.2) - 301( BOE 


( 1/2 ,0 , 137/2 -) = 
1 1 1 
>(b +c) = > )3,1,2(‏ = (9 - 206 + و9 
نقطة منتصف AD‏ هي : 


1 ۳ 
2 (a + d) = 2 )6,4,8( = )3,2,4( 


إذا کانت ۰۰0 6+ 0 هی التجهات المينة ق التمرین (۸.۳) 


فاعحسيب :؟ 


المعادلة التجهة للمستقيم المار بالنقطتین 4 و 6 





أ) لإيجاد المعادلة المتجهة للمستقيم نحتاج لمتجه من نقطة الأصل إلى نقطة على 
المستقيم ولتكن 4 ومن ثم نحتاج إلى متجه باتجاه © - © = 46. وعليه 


يواح 2,1 لت ۸01 + (1,2,3) < 
(2)0,1,2 + (12,3) = 


ب) نقطة منخصفب ۸۳ هی : 


2) + (4 
e < < )» + (ط‎ = < )3,2,4( 


- - ) + 0( - E3 
۲ 2۴ = 2 )6,۵,6( 
: المعادلة المتجهة للمستقيم هی‎ 


1 1 
۲ < م‎ 4/0 — e) = 5 (3,2,4) ۳ 2 ۸)3,1,2( 


ج) بما أن + a‏ = 7 فان : 


A‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ED)‏ را 1 عرص رش) 





وبا أن 6+20 < ۲ فان : 
وتکون العادلات الديكارتية للمستقیم هي : 
z71‏ 1- 1 — ¥ 
0 يي لبي ۲۳ = A‏ 
5 2 5 


. 0۰10 AFC 6 8 


الزاوية بين 7 وف ما والزاوية بين 6 وق 0 . 


.)©6 ١ و ع(25‎ )©6 ٠ (6 





6۰0 = )1,2,3( ٠١ (2,0,1) < 1 2 + 2*0 + 3 1 < 5 ۹ 
û ê << LZ )11:1( 1 1 E2 K1 E3 X1 =6 
6۰0 = )1,2,3( (5,2,5) = 1X5 + 2 << 2 + 3 xX 5 = 4 


x1 + 1 x1 3 ۱‏ 0 + 1 ا 2 6 ۰ (BOC)‏ 
ةك طلسي كك ت cosS( B‏ 
53 12 + 12 + 121/12 + 22 ع||ط| ” 


إذن › 2 = 08 5 ع- AOC‏ 


19.5 7 | 1 = سس 1ج = 00 05 = COD‏ 


)2۰ ج( 020,06 < (602,0,1 = زوم‎ 
(a= Dj 2500111( > S55) 


تذکر القاری أن الكميات مثل 2۰(۷9) هی كميات متجهة. 


(۸,۵) استخدم الضرب القیاسی لاثبات أن : 





6050 + B) = 205۸605] - ۳ 


الحل : 
نفرض أن م7 و و97 متجهان في المستوى 7[ وأن 4 و 8 هما الزاويتان اللتان 
يكوناهما مع حور × على التوالي (كما هو مبين في الشكل أدناه). عندئذ : 





vy, = |va|l(cosA4, sinA, 0)‏ و Vp = |vp| (cosB,sinB,O0)‏ 
ومن ذلك نجد آن: (8 - 4) 605|و9||مت| = وا۰ ما . 


ومن ناحية آخری : (0 + Vp = |vallvp|(cosAcosB + sinAsinB‏ * رت . 


A٦‏ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


: وبهذا یکون‎ 
6050۸ — B) = cosAcosB + 8 


: ل أن‎ B has ( وب وصح‎ 
cos(A + C) = cosAcosC - 6 


(لاحظ أن ۸80 -s]‏ = (86-):51). 


ادا كانت ؛ جع 08 كماة الت E ARO‏ با E‏ 
۱ في التمرين يلي 


.0 50 6 Xb 
. الزاوية بين 5 و © والزاوية بين © و‎ 
اکتب معادلة كل من المستقيمين في التمرین (۸.۳) الفقرة (ج) على‎ 
.7 ×7 = 0 الصورة‎ 





0 2. = ریش‎ 2 (2,0,1) ( 
= (2x1-3 x 0,3۷2 - 1 1,1 × 0-2 × 2( 
= (2,5, -4( 
»<۷ 0 < (A3) X (LLL) 
ه‎ )2 61-3 2 1,3% 12 1611 x 1-2 < 1) 
= )-1,2,-1( 


axb = (1,2,3) << (5,2,5) 
ج‎ )2 5 = 3 24 23-4 5 - 1 < 5,1 6 2-2 K5) 
= (4,10, -8( 


ت( ¥53 12 + 12+ 12112+ ۰۷22 ۱۵۱۱۱ 


AV التجهات‎ 


5 5 2 ی 
إذن » 2= 1 (BOC) = sin‏ 
وهذا یتفق مع ما وجدناه في التمرين .)۸.٤(‏ 


1 1/18 اش 

sin 6‏ = | حك ]1و - | للك | 1 sin‏ = (605). 

e) ۱/9۱ 54 3/ 
= 19.5 





ج) بما أن الضرب التجهي لأي متجه ط مع نفسه يساوي صفرا (0 = ط × ط) 
فمن المکن كتابة العادلة هلم + < 7 على الضورة الطلوبة بضرب 
طرفیها بالتجه 5 لنحصل على ۷ < xb‏ ۸ + ا ©  <‏ ۲۷ 
وبهذا یکون (4-,2,5) = (2,0,1) × ۳ . 


وبال » 4 يام = 4 × ”.أي آن: (3-,3,0) = (5,2,5) ۲ . 


ای 





لتفرض أن الثلث منشأً من التجهات »۰ 5 غ وأن 8+8 دخ (کما هو 


مبین فق الشکل آدناه). عندئذ : 





0 <* 6 < 0*۷ 0٩ ( < 0۷ 0٩ لان‎ < - 8 


A^‏ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


لنفرض أن 6 هي الزاوية بين © و © (تقابل الضلع ط) وأن 9 الزاوية بين © و ط. 


: وبهذا یکون‎ 
axb - ۵ 
0*۷ ۲ =axc << ۸۵ 


ومن ذلك نجد أن : 
۸ = ۱570 
الآن » بفرض أن ۷ هي الزاوية القابلة للضلع © فإن 27 6+ ۷ 
او 0180 وآن ۶۳00 = (6 — siny = sin(r‏ . 


| اطا 


18 ` Siny 








ادن 5 


وبالثل › باستخدام b x‏ نجد آن : 


اع ۱۵ 


sin 0 517 





إذا كانت ca‏ 5ع ©2: كل هی كما في التمرين (۸.۲) فا حسب : 
0١ )5 <» 0( ۰0۰6۷ 0( ۰0۵۰10 xc)‏ . 


للمستوى ف الفقرة (ب) » جد المعادلة الديكارتية والمعادلة المتجهة ثم 
جد المسافة العمودية بينه وبين نقطة الأصل . 





x )1,1,1([ 2‏ (2,0,1)] ° )1,2,3( د a“ (b xc)‏ 
3ح زر له ده (12,3) ع 


التجهات A4‏ 
[(درمرج) < (1رلیل)] ۰ )123( ع (ENA)‏ 
6- = (3-,3,0) ۰ (1,2,3) = 
ال AOS SAS‏ وش 1] نت xX d)‏ 5) ۰ 0 
0 = (5,4- ,2-) ۰ (1,2,3) = 
ب) |ذا کان الضرب الثلائی القیاسی لآ ثلاثة متجهات يساوي صفرا فان 
حجم متوازي السطوح المنشأ بو اسطهة هده التجهات يساوي مرا وی 
حدث فقط إذا كانت المتجهات تقع على مستقيم واحد أو مستوى 
واحد. ومن الفقرة (1) وجدنا أن 0 <- (0 >< 0۰00 وبهدا تکون 
التجهات d «<b <a‏ في مستوی و احد. 
ج) التجه العمودي n‏ على المستوى هو الضرب المتجهي لأى متجهین في 
الستوی » ولیکن 8 ونری آن: 


n = a xb = 0,5, -4( 


إذن معادلة المستوى المتجهة هی : 
8 (4-,ط,۲۰)2 


حیث ان 7 نقطة ف الستوی و 0 ابت (انظر الشکل آدناه). 





۰ ۹ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


باخ © < ۲ («علی سبیل امثال) نجد آن : 
0 ع (4- ,02,5 1,2,3(۰) ع قن 
وبهذا تكون المعادلة المتجهة للمستوى هي : 
1٠١ )2,5,-4( = 0‏ 
أو 0 = (4- ,2,5) ۰ (8,37,2) . 
وأما المعادلة الديكارتية للمستوى فهي : 
5y - 42 = Û‏ + 2۸2 
آما بالنسبة للمسافة العمودية بین الستوی ونقطة الال فهی تساوي صفرا 
لأنها تساوی الطرف الأيمن من معادلة الستوی التجهة عندما یکون التجه العمودی 
على الستوی هو متجه طوله 1. وعکن أن نجد ذلك بقسمة طرف العادلة على القدار 
|(4- ,2,5)| وهذا لا يغير من قيمة الطرف الأيمن للمعادلة التجهة أعلاه. 


90 احسب الطضرب الثلاشی القیاسی للمتجهات  )1,2,4(‏ 
20-5 )هل ھی سکاف خطیا © مل مخ الک 


کتابة اجه الثالث کترتیب خطی للمتجهین الا خرین ؟ اذا کانت 





اخل : 


وات (22,8-,012 ۰ فرق ]ات OO ۷ AAD]‏ ۰ (1,2,4). 
وبما أن الضرب الثلاثي القياسي يساوي صفرا فاما أن تقع التجهات على خط 


مستقیم واحد وإما أن تقع على مستوی واحد. وبهذا فان التجهات مرتبطة خطیا 


المتجهات ۹٩٩‏ 
(لیست مستقلة خطیا). وبا آن التجهات لیست مضاغفات لبعضها بعضاً ومن ثم 
فهي ليست متوازية ونری آنها تقع في مستوی واحد ومن ثم یکون بالامکان كتابة 
(3-,86)2,0 + )1,2,4( = (4,4,17-) 69 
حيث إن © و 6 ثابتان. وللحصول على قيمة كل من الثابتین © و / نضرب طرق 
العادلة اسا سي عمودي علی (3-,2,0) وهو (3,0,2) لتسصل علی: 
a(1,2,4) ۰ )3,0,2( + 6)2,0,*-3( ۰ )3,0,2(‏ = )3,0,2( ۰ (4,4,17-) 
0+ 110 = 22 جه 
ونجد أن 2 = ». وبالتعويض عن قيمة » ف المعادلة (*) وال نجد أن : 
3 = 





a x (b xc) = (1,2,3) x ])2,0,1( x )1,1,1([ 
= )1,2,3( × )-1,-1,2( = )7,-5,1( 
)06۰6(( — 00۰ (6 < 6)2,0,1( - 5)1,1,1( )7, -5,1( 


"۸8۸6۸1 ومن ثم فان متطابقة‎ 
a xX (b xc) = (a‘c)b — )0۰( © 
AB AC AB 


17 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


: كالتالي‎ » cD « 0 تعرف مقلوبات التجهات‎ (A11) 


532/8 رم( غ8 ) <د وم و( 0 دامع 
حبث إن (6 0۰00 = $ 
أا أن 1 ام مان .نت یز ها وان SO‏ اج مورت eB‏ 


سیت الشیرب وى القیاسی تلمقلویات يلاله خر زا ان ۷ 
ترکیبا خطیا للمقلوبات فأثبت أن معامل 0 هو ۰ 





بضرب التجهات Cib ca‏ قیاسیا بالتجهات 0 "طم جم علی التو الی 
AM SABRI mS |‏ 
1 8 و وارزه )راد Dp"‏ 


1 هروا و0 راد جع 


1 


(لاحظ أن (ط 0 2٠‏ = (» <ع) (١‏ = (0 ط)۰ = (۵,) 
كما أن : 
0 3 الزمججع )مي عد و 
0 < ۰00۳/5 << 0۰ 
وذلك لأن الضرب الثلائی القیاسی يحتوي على متجهین متساویین. 
الضرت الثلانی القیاسی للمقلو بات هو : 


۳ التجهات‎ 
6۲ ۰) xc') = ) ۷ ۵۰66۷۵۵ (a x b))/s3 
= (b 60۰19۰6۵۱۵ - [a ٠ (c x a)|b)/s3 
= (b xc)‘ (sa - 5 
TT (ENES 
ور کو رج نه‎ 


وأخیرا » إذا كان 'عمر + '8م + 0 = × فان : 
0 + 0+ <= “ع .وبر + 60۰ + 0۰0 هع 0۰2 
إذن » ۰2 =». وبالثل» ×5۰ = م6 و 6۰۲ < 7۲. 
ُستخدم مقلوبات المنجهات كثيرا في تبسيط مسائل علم البلوریات وفيزياء 
او امد. 


الیل ( اير 


المصکوکات 


MATRICES 


EI E ۲۸ كر اش‎ 8 «A+ 6 جل‎ (۹۱( 


و ۸-6 ۰ 0-62 


ظ حمق من صحة : 


det(AB) = (4)غ46‎ det )8( و‎ )48(7 = ۸۳ 7 





م 12-6 }= مجه 


چ تب و و با سس 
ES‏ وا 
X 2‏ 3 ل 1 < 3 1 3 2-2 4 بف BA‏ 


1 بل )01442 مه سود 


٩ ۵ 


۹1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
یبین هذا الثال البسیط أن عملية ضرب الصفوفات ليست إبدالية في العموم » 
أي أن 84 عد ۸8 حتی في الحالات التی یکون فیها کل من ۸8 و 8/4 معرفا. 
Fy 6 ۳‏ 1/6 0۱۸2 73 
)11 ها - (و ره 116 * 7 BT‏ 
(AB)‏ = 
س ل ال 1 ۱2 
3 2ت 1 1 2 - |ر :| - det (A)‏ 
E Med 0‏ 
2 = 3 ۰ 0 4 - ام = (8) det‏ 


0 0 10 6 
8ت قنعو 3 1 6 - |رر | - 
det(A4A) det )8(‏ = 


.det (AB) 


(0) بين كيفية استخدام محدد مصفوفة من الدرجة 3 × 3 في حساب كل 





من الصرب التجهي والضرب الثلا بي القياسي 


اخل : 
نفرض أن 0 ۰ © متجهات إحداثياتها هی : 
aşk‏ + زمه + آبه = (ج0 ,جه ربه) = 0 
b, i 8 b> j + b+4k‏ سس pj = (bı, bs, b+)‏ 


6 + زوع ط cyl‏ = زو روعرن) = ع 


لصو فات ۷ 


سيك ان 1 [ k‏ متجهات وحدة فى اتجاه احاور »2 ¥ 2 علی التوالی. 


٠: عندكل‎ 








i1 j Rk 
01 02 و6‎ = (abs - bza3)i - [(جع رط - وطيه)‎ + (ab — bıa2)k 
bı bs Bi 
= ) و0 2 و01 ,01 در - 031 رد درا ج دراد‎ ( = a xb 
C1 2 C3 
Ad) Cd) Cd3] = (abs ور ج‎ 03 (61 25 (a3 bı 3 0102م‎ + (ab - bıa2)cs 
bı يط‎ by 








= (a x b)ıcı + (a يعو(ط »ا‎ + (a x وعو(ط‎ = (a x b) * c 


من الممكن استخدام خواص امحددات للحصول على بعض خواص الضرب 


التجهي والضرب الثلائي القياسي فمثلا : 
-١‏ ۾ × م- = طم × ۾ لأنه عنداستبدال صفین (آو عمودین) فى مصفوفة 
نضرب امحدد بالعدد 1- . 
؟"- إذا كان © موازيا للمتجه 5 فان 0 = ط × © لأن قيمة احدد الذي 
يحتوي على صفين متساويين تساوي صفرا. 
إذا كانت ۰۵ ط» © مرتبطة خطيا (أي تقع على المستقيم نفسه أو 
الستوی نفسه) فان 0 = ۰6( × 2) لأن الفرق بين أى صف 


وترکیب مناسب للصفین الا خرین ينتج عنه صفا صفریا. 


۹۸ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


: حل معکوس الصفقوفة الثالية‎ )٩.۳( 


1 1[ - هر 
و انب 5*0 
فص ل باکر 


وتحقق من الساواة 1 - 010 = < 0 





الحل : 
(ب) adj‏ 
ارات يل سما هه تلاح رل رت 34 1 ORDO‏ 
(xx 2 < (-1( - 1 × )-1( 1x1—-2x2‏ 
x (-1() )-1( x×x)-1(-2 ×1 2 × )-1( - )-1( ×1‏ (1-)-1 << ۱1 


کد 0 1 
3- 1 -)- 
1- .اد ۱0 


det (C) = det (CT) = 


كو 71 2 
1 ,]نت ات 
لك 9 1 
x (-1( +1 × 0 + )-1( × )-1( = -1‏ 2 - 


1 0 1 

۱ ۱ ر) ) 001 

ادن ١‏ 1 1 0 _ سر 0 س C71‏ 
1 1 مأ et(C)‏ 











وللتحقق من المساواة لاحظ آن : 


Cam I لانن‎ USL GT EDL? /1 0 0 
2 - (1-10 0-1 ات | يط 1-5 ملد‎ ) 1 ۳ 


1 0 0 و تا 


الصفو فات ٩‏ ۹ 


/2+0-1 -1+0+1 1+0 - 0 1 0 0 
E =|2+1-3 -1-1+3 12-31 0ك‎ 1 01 


my aly Em, 


)٩ 6(‏ ابت أن القیم المميزة للمصفوفة البرميتية جمیعها حقيقية وان المتجهات 


المميزة القابلة لقیم نميزة مختلفة متعامدة. 





اخل : 

لنفرض أن ;× و × هما التجهان المیزان القابلان للقیمتین المميزتين 
۸ = ۸2 (۲( 

وبأخذ منقول العادلة رقم (۱) والرافق الرکب للمعادلة رقم (۲) نجد أن : 
"رد2 = x; A"‏ ( ۲( 
۸٩2" = A xk‏ 13 

(لاخظ أن “قتع = "7× وان رح "4 

بضرب المعادلة رقم (۳) بالتجه من اليمين وضرب المعادلة رقم )٤(‏ 


بالتجه 2 من الیسار صل علی : 


TTS بت‎ ۳ * 
)۵( Xj A 2 = AjXj Xk 


آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۱ T E AF LT + 
(۱) j A Xr = ۸۷ ماه‎ 


بطرح المعادلة رقم )1( من العادلة رقم (۵)جد آن : 


x? AT xk — Xj AXR = AX XR - 2۲ XR 


وبا أن ۳ < 7ق زلآن ۸ هرمیتیة) فنری آن : 
ند این : ۹ ۱ 
(A4; = (۷ 2, = Û‏ 
بوصح = ر مد ان A;‏ = 4 (لان 0 < 7 (U‏ 
إذن » القیم الميزة للمصفوفة الپرميتية هي قيم حقيقية. 
وأخيرا » إذا کان ‏ ± ار و ر ع< 2 فنجد أن : 
T‏ 


9 


ES 
jX = Û 


وبهداتكون المتجهات المميزة القابلة لقيم نميزة ختلفة يجب أن تكون 


(۱) 
متعامكدة.' 


تسمى الحالة التی يكون فيها »2 = ر2 حالة مضمحلة » وفى هذه الحالة 


ال ات المميزة القابلة تقع في م توى واحد. وبما آننا نستطيع احصول على أي 
نقطة في الستوی كتركيب خطي لمتجهين أساسيين غير متوازيين في الستوی فنختار 


(۱) الأحظ أن “2*8 هه الضرت القیاسی لتجهن مركن ۵ و هه فاذا کان 5= 4 متسل 


0 < *ه "۵ لأن ذلك هو مربع معیار 4. إذا كان 0 © و 0 ± 5 و # © فانهما یکونان 


متعامدین اذا كان 0 < “م 


الصفو فات ۱۰۱ 
الصفوفة حقيقية ومتمائلة فان ۸۳ = ۸ و 4 = ۸ . ولذا فهی حالة خاصة من 


الصفوفة الب ميتية وعلیه فان النقاش السابق ییقی صحیحا ق هذه االة ایضا. 


(۵ تكن 


1 0 1 
A= 6 -1 1 
1 0 17 


أ) جد القیم والتجهات المميزة للمصفوفة 4 . 

ب) تحقق من أن التجهات الميزة متعامدة. 

ج) تحقق من أن مجموع القیم الميزة يساوي آثر الصفوفة . 

د) تحقق من أن حاصل ضرب القيم المميزة يساوي قيمة محدد المصفوفة . 
ه) جد مصفوفة الاستقصار باستخدام متجهات ميزة معيرة للمصفوفة 


و) تحقق من صحة المساواة 1 - 070 = 007. 
ز) تحقق من أن تحويل التماثل ۸ = 07/40 هو بالفعل مصفوفة قطرية 
عناصر قطرها هی القيم المميزة للمصهوفة ل . 


اخل : 
| ) القيم المميزة للمصفوفة 4 هي حلول المعادلة المميزة 0 = (21 - 1)۸ع4. 


ت 


الان : 


0 =1 0 ا< (7- 016604 


آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۸ 1 


| و e‏ ی 
e 1 1-2‏ 


(1 - 1 + 22 -2()025 + 1) = 
(2 -2()2 + 201 = 
إذن » القیم المميزة هی 0 < ۰۸ 1- < ۰.۸ 2 < 4. 
لایجاد التجهات الميزة القابلة للقیم الميزة نقوم بحل العادلة : 


(A - A1)X = 0 


ارات 12 ۷ 
ووت رات 
X+7Z = Az‏ 


وبحل هذا النظام نجد أن التجهات المميزة القابلة للقيمة المميزة 0 = 2 هي : 


1 ع )ا شیا إن شاد خف ق 


اد 7 


المصفوفات ناا 
1 
بوضع 1 = )ا غصل على اجه الميز | 0 ] وبتعيير هذا المتجه نحصل 


| 


على التجه المیز العیر (طوله يساوي 1). 


1 / 1 
( دای -» 


22 + 7 = Û 
xX ل‎ 27 = 0 


ونرى بحل هذا النظام أن التجهات المميزة المقابلة للقيمة المميزة 1- = ۸ 


X 0‏ 
8 = 9 حيث إن ] عدد حقیقی. 
0 5 


بوضع 1 = ا نحصل على المتجه المميز المعير. 


0 


عندما 2 = ۸ نحصل على النظام : 
0 = 2 دعن 
Û‏ = 37 - 


وبحل النظام نجد أن التجهات الميزة القابلة للقيمة المميزة 2 = 2 هي : 


X .‏ 
(۵) -() حيث ان + عد حقيقي 
7 2 ۲ 


۱۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


وبوضع 1 < ۶ والتعییر نحصل على التجه المیز العیر: 


ا 
Wl‏ ` 
ب) يا أن : 
1 5 
۵ 2 رع 1 +1« + KO‏ 11س ح و8116 - ra‏ 
1 1۱ لان ا دس 
=× ۱ )+00 + "ل و ان 


1 
010+ 170+ 36 0اب < ,11 < ۲4 ۰ ويد 


1/2 
فنجد أن القيم المميزة متعامدة. 
چ trace (A)‏ (آثر ۸ هو مجموع عناصر قطر 4. أي أن : 
trace(A) = 1- 1 + 1 =1‏ 
جموع القيم المميزة هو 
1= 2+ 0-1 
ومن ثم فهما متساویان. 
د) حاصل ضرب القيم المميزة يساوي 0 2× (1-) × 0 آما محدد 
الصفوفة فهو : 
1 0 1 


det(4) = |0 -1 0 
1 0 1 


ونرى أن حاصل ضرب القيم المميزة يساوي محدد المصفوفة. 


= -1 × )1 - 1( < 0 








1 0 1 1 
1 2 0 امد 
17 لا 1ب ۷2 


و) لاحظ أن : 


ز) لاحظ آن : 

Û 1 1/2 0 0‏ 1/ ۱ 
1 1 وچ -( | 
ولذا فإن 


م 
12 
1 0 |21 0 
۲ اج 
۷2 
0 0 1// 
1 ۷2 )0067-4 
1 0 ۹-1 
0 1 
12 70-0 
0 1 


۱۹ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0 0 ۸ 0 0 0/ 
1 ۳۳ )= (0 1- = 0740 
يكم 0 0 2 0 0 
عند حسابنا للقيم والتجهات المميزة لصفوفة حقيقية متماثلة (آو هرميتية) 
يكون من المناسب التحقق من أن : 
-١‏ مجموع القيم المميزة يساوي أثر المصفوفة. 
5 - المتجهات المميزة متعامدة. 
۳ حاصل ضرب القيم المميزة يساوي محدد المصفوفة. 
وإذا لم تتحقق أي من هذه الخواص فهذا يعني وجود خطأ في حساب 
القيم والمتجهات المميزة. 
ويجب التأكد أيضا من أن جميع القيم المميزة حقيقية. 


الفمل العام 


الاستفاق الجزئكى 
PARTIAL DIFFERENTIATION‏ 


ج 0 
(۱۰,۱) استخدم المبادئ الاساسية خساب الاشتقاق الجزئي ج 
ر 


)2( ی او 3 ١‏ 
و ار حيث إن س = ارلز رت . 
1-y O‏ 


ا و 042 
احسب اي طريقة) 5< من وږو :د 272 
0 


كو ا < سريعة او 
قبن بلاق اساي ی 





عم .1۳8 نت 
07۲ ( جن 


02 ۳۳ (£ + 6x,¥y( ¬ zx, 2 
اكت‎ 014+0 ۵2 





۱ - 3مرق + 32:62:2 + 32282 + 3 5 
2۳2 6×۶ + رد3 + 3x2‏ 

س [ ] رآ - 
1-y‏ روت 0 


۱۷ 


آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(26,7) ۲۵2+ 2:,27) 0 
الل ر( 
dy 0‏ 


- ۳ - [y+ 6([( - 23/01 - 2 
= |] [ سس‎ | 
61-0 Oy 


"1 
سس > = lim‏ — 
راوج -1) (6 7 80 


)ا - مر - 1) - (7- 1)] 3 
زنج رن OLY‏ 


|| 
بحت 
نسم 7 
18 
داي ی و 


۱۳۳90 
2 -1) /ر(مز -1)(مرزت - مر- 1) 








0*2 0 ك‎ 0 3% 2 
022 0±, axl, 0x,)1-y/ 1-y 

022 0 5 0 0 | 00 
#زبر- 1) /2زمر- 1)أيندة 0۵ 2ترة‎ 
07 _ 0 ا #۶ 9 _ م‎ 3 
xûy 0x, dy بن‎ 1025 )1-7(21 )1 - 2 
gz 0 ص‎ 0 3x2 ۰ 5 3x۶ 
0201 Ûy, \ûx Û 1-7 )1- (2 


على الرغم من معرفتنا أن الشتقات الجزئية الثانية الختلفة تكون متساوية » الا 


أنه یکون من الناسب التحقق من ذلك. 


الاشتقاق الجزئي ۱*۹ 


۵ إذا كانت (72<) 05 = (7,2,) فاحسب 


بتثبیت ملائم للمتغیرات. 


سس ۰ | 
0202/7 وش 





 - ) ۳ ۹ 

E E 9 = -275171)212( 

0 (Ê) = -xPyzcos(xyz) - xsin(xy2) 
By 3 2۷ TM = 0*22 005 (XYZ) - 72 





03 0 ۴ 
001707 - 02» برد‎ 7 
= x*y*z* 5171) 277( — 2272205 (72مد)‎ — XYZCOS (XYZ) 
— sin (XY¥Z) 


<y TSIEN - 32072760501077 


(۱۰,۳) آثبت آن (072 7۶:۰ < 22 قق المعادلة: 


1- = رر(02(02/02/ 20( 00 /02) 






(312) ری اعد ديز )۱( 


0 02 0 
(yz) + 2775171072 (‏ 7 (072) 005 >*7 اج كت [ ۱ ۳ 


۳4 ۳1 


۱۱۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


س اس كنم 00 


ادن ع بد 
۹ 2۳ 01 


0 0 ayı 
07 "ارك ارام بر‎ e 02 2) د اج و2‎ 


= «7۶ 005)072( ۳ + 7 2) | + 7 (2) sin (YZ) 


07 
ا 
اذن ؛ ( 0 ف (۳( 
(2375111)172 + (77ز) 722605 07 


0 0 ۱ dz: 
2 )1( حورم بت‎ yy EOS YE) Ds (yz) = ۷۲606 )172( 2 


5 2 2% . 
۱02: رر‎ cos )72( 8 


من العادلات 2073 (۳) ۰ (8) نخلص إلى آن : 
)زره 


(,) لتکن ( + - )تود < (0,27 1. 


أ) احسب متجه الیل ۷۴ عند التقاط (2,0-) و (<,<-) 


و(035) . 

جد النقاط الحرجة الواقعة داخل الثلث الذي رژوسه (1,0-) 
و(0,0) و (0,1). 

ارسم بیان الدالة داخل هذا الثلث وبين انجاه ۷f‏ عند النقاط العطاة 
في الفقرة (1) . 





لاشتقاق الجزتى ۱۱ 


21 0 ۱ 1 
58 ۳ (xy - 267۶ + xy) = y)1 - y + 2( ۲ 
7۷ 
af 0 
4 = ay (xy — (د+ 2 - 11 = : ۳ یر‎ 
X 7 


0 اج 


ادن : ر سب ۱ لد 1 )۰2 = اسب سس 
رذن قاع ودب ماع روود + بر ین ی 


f= 


1 1 


1 1 .. 
لوست = (2:2-) 77 


6,0 = 7/03 
4 2 
ب) النقاط الحرجة هي النقاط التي تحقق 0 = ۷۶ . ومن ذلك نری أن : 
2x) =0‏ + مز - 1)1 
0= (2 + ت27 - 201 
وحل العادلتن معا نجد آن (در<-) هي النقطة احرجة الوحيدة داخل 


الال 


ج) بيان الدالة داخل الثلث مبين في الشكل التالي. 


"۳ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


(عدید- )بو << 





من الواضح أن النقطة احرجة هي نقطة صغری (من المکن التأکد من ذلك 
a‏ م ال ی 13 1 ۱ 
من المشتقة الثائیة) لان قيمة 7 عند | تساوي حور ولكن اضلاع 


(۱۰,۵) اذا کانت0 = (۷ ,1)حیث إن ر + × = 1 و22 + ور + ۶ < 7 


52 و 
فاتك أن : 


[ر(×02/9) - «((22|)02/0 = بر + x‏ 





: الحل‎ 
TS FI SOS df = (GE) au + 6) av =o 


2۵ 29-09. 
o e] عد‎ 


أيضا 2 و 1 م 2 


لاشتقاق الجزئى ۱۳ 


۳ 0 22 ف 





ى dz‏ 
ای اد | )22 +» 
4 02۳۸ 
بقسمة (۱) على (۲) نجد آن : 


3 2+ حم ود دک تا 
٩ ۷ 21] [| =+ 272]‏ 2۳ 
dy‏ رد [026 


x+y = 2 6 7 2), 


4 


(0 استخدم التعویض 6 + × = ا و 1-66 = 9 لاختزال معادلة 
اموج 


2022 042 


222 2 





الحل : 


07 07 
ی كرات‎ 86 du + 8 dv 
U 3 


(a), = (2), (a), + (9), (a), > (a), * (o9), 


۱۱ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


كما ا 
E. GS A “el‏ بط 
dtl, 0 20۸ \at/, ° (au ۳‏ 
Û 2 û 01 7 02‏ 0*7 
إن لايم افك كاب لي 
١07‏ و۵9۱۵ 0x“ 02۸/۱۵02 Ou,‏ 
ی 0 5 5 0 5 8 0 5 2( 0 
Oy, OP‏ وم diy OP, Qe‏ ت0۵ 


ومن ذلك نری آن: 





5 0247 2 0*42 . 022 


سست إل 7إ س 
1*4 0101 ۳2 ۰ 022 


g2 = a (ge), = |] سا 2 اج °- ج62‎ 7 31 
ca, (a), ° (a), “arl, رم‎ 


2 ا dD‏ 7 
رذن 202 , 2922 عفنا “#السق )۲( 








0 رخ عد 


222 FE gg" و‎ 





بضرب المعادلة برقم(۲) بالعدد - وطرح الناتج من ٠‏ العادلة رقم (۱) جد 
آن ۰ 


0*7 1 72 0۹47 





0 2غ 2م 012 


الاشتقاق الجزئي ۱۱۵ 


ولکن . 
5 7 1 0*7 
2062 2022 
وبهذا نخلص إلى أن : 
5 042 
م0 
لاحظ أنه من المکن اخصول بسهو له او المؤتريك التفاضلين :0/22 
و 0/0 من صيغ المشتقة الاولی ع (026 /07) و بر(0 /07) و ذلك بتر دیب 


العادلات بحيث یظهر 7 دائما کحد أخير في الطرف الأيمن» فمثلا: 
وتف ۳ 
الو ی 


- [7 6 








` du v7 
0 5 0 0 
dt, Ou, 3 


إن معالجة المؤثرات التفاضلية يشبه معالجة الصيغ اخبرية الاعتيادية عند 
الضرب وفك الأقواس وهكذا. لاحظ أن معادلة الوج هي معادلة سهلة المعالجة 
وذلك لأن © ثابت » فلو كان © دالة في × و 7 ومن ثم فهو ضمنیا دالة في ا 
و فإنه يلزمنا استخدام قاعدة الضرب عددا من المرات كما في الحالة : 


0 


(E). 5‏ + (۶ فا |( )م =|( ) (« سام و(« (u,‏ 





۳۳1 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


نما يزيد من تعقيد اطسابات. 


(۱۰,۷) جد ثم صنف جميع النقاط الحرجة الحقيقية للدالة : 


(2: - 202۶) 22 - زيوك تو] دروت (<,6)] 





ال : 


2 
3 = 2xy* - 40۶ + 4263 = 22072 ¬ 204 + 212( 
/ 


x 

فد 
2y) + 252(‏ = 
01 

05۰ 

2 + 42 - ر2 بط 
۱ و وی 
ی نی 2 س ا 
Fx“)‏ في )2 2ج 

۳ 


2 7 
02017 


لایجاد النقاط الحرجة نقوم بحل النظام : 


الاشتقاق الجزئي ۳۷ 
أي النظام : 0 ( 2 د 20 ¬ 
y(a* + x*) = 0‏ 
ونجد الحلول (النقاط الحرجة) هي (0,0) و (±4,0). 


ولتصنيف النقاط الحرجة نقوم بدراسة إشارة ) ۲۷ ۷) det‏ چان : 


۳ 0 ۱ 23 02 
هب 5 م )2( < (066)۷۷ = 


عند (0,0) : 0 > *80- = 82 وبهذا تکون (0,0) نقطة سرجية. 


عند (0,0+) : 0 < *320 = 9 ومن ثم عکن أن تکون نقطة عظمی أو 








۱ ۱ م EF OF‏ 
صغری ‏ ولمدا پلزمنا دراسه اشارة 272 او ور آو 
0 0 
2 و ور ت۱۲ 
و 2x2‏ ر 


i‏ و0 12825 ۳۴۲ ومن ثم تكون (۵,۷) نقطة صغرى. 


عند (0 ,ه-) : 0 < 1265 = 7*7 ومن ثم تکون (0,0-) نقطة صغرى 





۲۸ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


عند حاولة إيجاد النقاط الحرجة يكون من المناسب تحليل المشتقة الأولى بالقدر 


قفي هدا التمرین 0 = 0 يؤدى إلى ان 0 = × او + ۳ س 


0ت دد و ) < فک بودی إلى آن 0 کچ أو 0 قوسا تم ندز اس 
2 9 


احثبارات الاريعة نضمن حصولنا على جميع النقاط الحرجة. 


(۱۰,۸) استخدم طريقة ضوارب لاجرانج لایجاد القیم الحرجة للدالة 67*۲ 


مع الشرط الحدي 1 عرو بوره یل 





F(x,y) = f(x,y) + 2۸۵ )0,17( بوضع‎ 
= 722 + 202۶ + ر‎ - 1( 
: أن‎ 1۳ 
3 = ye *0 + 2x1 
ER 


زرد + سییر د 0 
۱ | ترس = ل 
dy 0 4‏ 


0010 ye *Y + 222 = 0 


۱۱۹ الاشتقاق الجزئي‎ 
(۲( —xe *Y + 27*2 = 0 


(۳ x2 +7۶ - 1 = 0 


بقسمة العادلة رقم (۱) على العادلة رقم (۲) نجد أن : 
3“ 
. ۸۲ 


أى أن : 0 - کو س )€( 


نبا 


ویجمع العادلتین رقم (۳) و (4) نری آن : 
1ح م2 


ی رن 0 1 
وبهذا نجد أن ج + = ۲. وبالتعویض ف العادلة رقم (5) مجد أن > 2 = 
۳ 9 1 1 1 
ومن ذلك نخلص إلى وجود قيمتين حرجتين هما 1/2 © - f‏ عند (چ ,)+ 


1 1 ۲ 3 
و ۵1/2 = f‏ عند زع - ,)1 وهذا موضح بالبیان ادناه. 


1)2,1/(<۵ 





F < 72۲و‎ + 206۶ + «2 - 1( 


۳13 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


٠.4(‏ ۱( استخدم متسلسلة تايلور بعدة متغيرات للحصول على صيغة مناسية 


لخوارزمية نيوتن ورافسون لإيجاد نقاط حرجة عددیا للدالة (©) ۴ في 





عدة متغيرات . 
الحل : 
بکن احصول على تعمیم لسلسلة تایلور على النحو التالي (باستخدام 
بع و 
xo) + <‏ = :ة) (ونة) |۷۷ f(0 = f(xo) + (t= xo)" Vf (xo) +> (= xo)‏ 
وتتحقق النقاط الحرجة عندما يكون 0 = (,)۰۷۶" أى عندما يكون : 


Vf(x) 3 Vf (xo) 1 77 ) ۲ 5۹ Xo) + ۰.۰ =0‏ 
لاحظ أنه يمكن التفکیر بالصيغة أعلاه على آنها متسلسلة تایلور للدالة ۷ 


(عوضاعن /). 
إذا كان م2 تقریبا جیدا لحل العادلة 0 = ()/7 (علی اعتبار أن الحدود 


العليا صعيرة ومن ثم عکن تجاهلها) فان ۰ 





(۱) إذا كانت (17,)/ = f‏ فإن: وإذا كانت (مرند,۰۰۰,ع )۴ = ثر فإن: 
af df‏ 
gem 9‏ ۱۷ 

۱ Xj م‎ JX 
۷ = ۳ 
نم‎ = 02 3 
Dj = 0 6 0 ۴ 

df 

. | dx 007 





۱02202 ۵ ۵ ۵ 4 


لاشتقاق الجزئى ۱۳۱ 


۷ )26( + ۷۷ o - (و2‎ 22 0 
]۷۷)2([ 7 [VF (xo) + ۷۷)۵() — xo)  0[ اي آن:‎ 


وهذا يؤدي إلى أن 0 = (م: - )1 + (xo)] ^Yf (xo)‏ ۷۷] 
رذن + 2 وله YF (Eg)‏ [(م۶) ۱۷۷ 


وبهذ نخلص إلى أن ()/۲۷ [(م)/۷۷] ¬ مد نم x‏ 

إن هذا يعني أنه هکن الحصول على تقریب أفضل لحل العادلة 0 = (2) ۷ 
باستخدام قيمتي متجه الیل ومصفوفة المشتقة الثانية عند ما وهذه هي الخطوة 
الأولى لخوارزمية نيوتن ورافسون : 

Vf (N)‏ [( رت Xx - [VVf‏ = ررد 

حيث إن 2 هو التقريب من الرتبه . 

تعد خوارزمية نيوتن ورافسون من أكثر الخوارزميات فعالية لایجاد قيمة 
تقريبية لنقطة حرجة (إذا كان التقريب الأولي جيدا). أما إذا كان التقريب الأولي 


ا عو ف1 ا فان او ایا #تباعذ اس فا 


الفسل او ير 


التكاملات الخطبة 


LINE INTEGRALS 


5 ات ان تكامل 372174037 + 7702 لا یعتمد على السار وذلك 
محسابه من (0,0) إلى (1,1) باتباع المسارين : 


10 كين حون 


ب) الستقیمان من (0,0) إلى (1,0) ومن (1,0) الی (1,1) . 





الحل : 
اقا ان 20 1۳۳ قان زر حي هدوول ء 
2-1 7 
 ]*18 1‏ موق تيرمع دب ۱ = 32*0 + 047 ۱ 
2-0 السار (أ) 


ب) من (0,0) إلى (1,0) لدينا 0 = بز و 0 < رل 
ومن (1,0) إلى (1,1) لدينا 0 = × و 0 < 012 . 


وبهذا نری آن : 


۱۳۳ 


۳ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0-1 
اق سا هت TE‏ یت 3 
dy = 0 + ۱ Sy aya 2 1‏ ردو + ax‏ | 
y=0‏ شر (ب) 





أنه لا يعتمد على المسار ولكن البرهان العام يكون بإثبات صحة الشرط : 
0 


0 
3 ی‎ 
gy e, ) 


(۱۱.۲) احسب التکامل 20/01 علی السارین () و (ب) القدمین ق التمرین 
(۱۱,۱) 





اخل : 


باستخدام مبرهنة فيثاغورس ل 





التکاملات الخطية ۵ ۱۲ 


xX X=1 
۱ 20*011 = ۱ 202۰/1 + 4x2 dx 
(i) ودبع ر‎ 
2110 = 8202 بوضم 2 د 1 < ۶« غد آن‎ 
8 =5 
ا‎ u - 1 du e 
۱ xydi = ۱ ونری أن : 5 مگ ا‎ 
3 4 4 
)( السار‎ 1 < 1 


5 
1 
ا سب‎ 
=| » u“) du 
1 











` 16 15 


S5 F2 251/5 +1 
` 16×15; 0 


ب) من (0,0) إلى (1,0) لدينا 0 = ر و × = 41 


5 + 75-25(07/5-3) 1 
بل ل لل سس بي 


0 


= : 

1 2ر ۱ 

چ جا = ره ر 1 + 0 = xy dl‏ 1 
y=0‏ 


السار (ب) 


۳۳۹ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0 إذا كان ٤,‏ لا یعتمد على احجم ۷ وكان: 


۳/۷۷ + 6,07 = 80 ليس تفاضلا تاما حيث إن ۸ ثابت 


فأثبت أن العادلة تصبح تامة بعد قسمة طرفیها على ۲ , ابا أهعية 





اج : 


ما أن €٤,‏ على لایعتمد ۷ فان : 


0 
10> مام يرع 


م ۲۳ 0۵ 
ولکن =| )| —. 
كن اي سا 


8 ( ) ۱ 


RT 5 ۱ ۱‏ # 2 
ونری من ذلك أن ۷ - + 0q = CydT‏ ليس تماصلا تاما. 


ولکن بعد قسمة طرف العادلة على نجد آن: 
()- =0= )2( 
لس OKT‏ 


60 Cy ۸ 
ا‎ ٣ا‎ 
7 7 ۷ 


تفاصلا تاما. 





التكاملات الخطية ¥ 


قثل 8 ق دینامیکا احرارة + التغیرفی احرارة » وبا آنها ليست تفاضلا تاما 
فان حرارة النظام لاتعتمد فقط على الزمن الحاضر والشروط البدائية ولکن إلى كيفية 
الوصول لبذا الوضع. على سبیل الشال » للانتقال من الحالة (,۳:,۷:,۲) إلى 
(12 ,72 ,و) من المکن أن یکون الضغط والحجم ثابتین ودرجة الحرارة متغيرة أو 
الک 

آما ۵0/7 نتمثل التغير في الانتروبیا. وبما أن ۵/7 تفاضل تام فان : 


04 
1 


لا يعتمد على الطريقة التي اتبعها النظام للانتقال من الحالة : 
(Pz; WT)‏ الخالة إلى (Py VET)‏ 
الانتروبیا هي دالة حالة» أي أن قيمتها تعتمد على الحالة ولا تعتمد على 
كيفية الوصول إلى تلك الحالة. 
من الجدير ذكره هنا أن < هو معامل التكامل لبذه المسألة. أ ي أنه الحد 
بای الى عر کا شرا إلى اسل ا کاو خی ی ا 
باعتباره دالة W)7(‏ تعتمد على الحرارة فقط من الشرط : 


RTdw 8 


g7 (Cyw(D) = ج‎ w)7(( جح‎ > vary 


۱۳۸ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


۱ ۱ 0 : 782 
لاحظ اننا استخدمنا التفاضل التام 2 وا ان ات کین َع لانها 
V ˆ 8‏ 


دالة تعتمد على 7 فقط. 
بتتسيط المعادلة الأخيرة نحصل على : 


dw —w 


FEF 7‏ 
وهذه معادلة تفاضلية عادية من الرتبة الأولى (ندرسها في الفصل الثالث 


۸ 
عشر) وحلها هو 7 = ۷۷ حيثك إن 4ھ تایه 


الفمتل (شان تر 


التكاملات المتعددة 


MULTIPLE INTEGRALS 


() أثبت أن مساحة القطع الناقص : 
2 2 


"ل ات 


a2 2 





a مدر‎ b¥1-x/a 
A= | dxdy = 4 dx / dy 
القطم الناقص‎ y=0 y=0 


81 
= 4 ۱ ۳1 كج‎ dx 
0 


,7 
| م ط4 
یرل فين د كم | 
I (|‏ 
0 


وباستخدام التعويض 0 = × ند أن : 


۳۹ 


۱۳۰ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0 1/2 T/2 
| 2 2 02 ا"‎ 
ح عرل ۶ - كن‎ 2 | cos 920 سب = 06 )1 + 60520) سوت‎ 
0 


4 
0 0 


A= TOD 1 ادن‎ 


)2/0(*+ )1/۵( = 1 





لاحظ أننا استخدمنا التمائل عند حسابنا لمساحة القطع الناقص حيث قمنا 
بحساب المساحة في الربع الأول ثم حصلنا على المساحة الكلية بضرب المساحة في 
الربع الأول بالعدد 4. وبصورة عامة إذا كان البيان متماثلا حول محور أو نقطة 
الأصل فاننا نستغل هذا التماثل للتغلب على الصعوبات التي تنشأ أحيانا من حدود 
التكامل. وأحیانا یکون من الناسب التأکد من أن احالات اخاصة تعطینا بعض 
القوانین العروفة. ففي مثالنا هذاء إذا كان ط = © فنحصل على مساحة الدائرة 


20 حيث إن © هو نصف القطر. 


(۱۲,۲) بالاستعانة بشكل مناسب» أثبت أن حجم شريحة صغيرة في 


الإحداثيات القطبية الكروية يساوي 7551:0070006 ومن ثم 
استخدم ذلك لایجاد صيغة محجم الکرة. 





التکاملات المتعددة ۱ 

ال 
من الشكل المبين آدناه نجد أن حجم عنصر حجمي صغيريساوي 
0 60 × 87 ول‌ذانجد أن حجم شريحة صغيرة يساوي 


4 من ذلك نرى أن حجم الكرة هو: 


راسد [[] = ر 


R ۳ رت‎ )0( < 277۲ 
> | rar ۱ 99 ۱ 00 
0-0 8-0 ادن‎ 


x [-cos0]7 x [۳‏ ج 


0 


R3 4 
< ياس‎ )1+ 1( 14 27 2 gaR° 





ترجم سهولة حساب التکامل الثلاثي أعلاه إلى أن الا حدائیات القطبية 
الكروية تلائم الطبيعة الهندسية للکرة حيث استطعنا الحصول على ثلاثة تکاملات 


سهلة. في التمرین التالی سنری أنه يمكن إجراء احسابات باستخدام تماثل الكرة. 


۳۳1 أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
من الجدير ذکره آیضا أن الشکل السابق یساعدنا على ایجاد الساحة السطحية 


للکرة وهی 


(ساحة شرية صغرة) || 5 
كر 


7 ح 0 8-7 
“ع4 = dp‏ / 1008 / 4 بت 
0= 8-0 


(لاحظ أن مساحة الشريحة الصغيرة تساوي 06040 1*51710). 


اٹ باستخدام الإحداثيات القطبية الأسطوانية آن جي الجسم 


الناتح عن دوران المنطقة نحت بيان الدالة f)×(‏ = ر من 4= ۶ 
5 8 ۰ حول حور × دورة كاملة يساوي: 





ال : 
حجم شريحة قطبية أسطوانية يساوي ۲ . إذن , حجم الدوران هو : 


(حجم شريحة اسطوانية) ||| ۱ = V‏ 
ایسب 


التکاملات المتعددة YT‏ 


2-7 =f )2( 8-2 
= dx ۱ r dr 06 
2-0 =0 =0 
ولکن‎ 
۳2 )2:( 2 f) ۲ 2 
/ ۲ dr = = 5 f(1 و‎ ۱ 06 = ۲ 
1-0 ۱ 0 0 


1 
إذن » عه ير | =r‏ 
0 





لاحظ أننا لم نستطع حساب التكامل الثلاثي في هذا الثال كحاصل ضرب 
ثلاثة تكاملات أحادية بسيطة كما كان الحال في التمرين (۱۲۰۲) » ويرجع السبب 
إلى أن نصف القطر (آي أعلى قيمة للاحدائي ”) تعتمد على الاحدائي م : 
()م = 7 ۰ ولب‌ذا نستطيع حساب التكامل بالنسبة إلى 6 لأنه مستقل عن 
الآخرين ولكننا لانستطيع فصل التكاملين بالنسبة إلى 7 و × لأن حدودهما 
متداخلة » وق الحقيقة إن حاولة تغيير ترتيب التكاملات يؤدي إلى تكاملات 


جد 


معشل ۵ . 


11 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

إذا قمنا بتقسیم الشکل الذي يشل التكاملين باللسبة إلى 6 و 7 فنری أن 
هذه الشرائح عبارة عن آقراص حجم کل منها يساوي *[(7]7)7 (تذکر أن 
مساحة الداثرة تساوي *77). وبهذا یکون حجم جسم الدوران هو مجموع هذه 
الأقراص من © = × إلى ط = × (انظر الشکل البین آدناه). 





اخیرا > بما أن الكرة تنتج عن دوران نصف دائرة ربح ديو لك فين حيث إل 


0 ح y‏ دورة كاملة فانتا نستطیع ایجاد حجمها کالتالي : 


x31 4‏ 1 
1 = جک مه هد | د ۷ 
-R -R‏ 


| 2201 ¬ x - 727و‎ dxdy 


في المنطقة التى تمثلها دائرة الوحدة (أى 1 = ۶ر + ) وذلك باستخدام : 


الإحداثيات الديكارتية. ب)) الاحدائیات القطيية. 





التعاملات المتعددة ۳۵ 
الحل : 
أ) باستخدام خاصية التماثل للدالة المككاملة (*7- 2:۶ - 2*)1 على 


داثرة الوحدة (انظر الشکل ادتام) غك ان : 





1۲ < 1 1 21۷ 1 - 4ع‎ 
x2(1 - x -*2(02:0( = 4 ۱ 2 ۱ )1 - × - 72( dy 


x+y =1 xX=0 1-0 


1-2 ايه 


1 

۱ ۱ 1 

01 تبرج - ر2× - ر چ | - 

پل 37 
0 





3 


1 
| 1 × 
و‎ | =2 1x2 - | 
0 


1 
8 ۱ 
= 1 x* (1 x2)3/2 dx 


0 


ا آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
الآن » بوضم 08 = × جد أن 205608 = 02 ویکون: 


1 1/2 


sin?0 0‏ / = مر[ 2(3/2عر - | 
0 0 


511128950548 = ) 510059 0 


. 59۴ )20( 5 1 + cos )20( 
5 4 2 
1-605 (40) 1 + cos (20) 
= ل ا‎ 
8 2 


1 + (05)28م‎ - 605040( - - (cos(20) + cos (60) 
16 
|_2 +c05(20)—= 2 c05(40) = cos(68) 
32 
: وبهذا نرى أن‎ 
3 1/2 


1 
22 )1 - x* - 7*۶ (dx dy = ]2 + cos)20( - 2 605)480( - (6 
0 


x+y <1 


sin (40) _ si )60 (2‏ _ )20( 2 ر هر] 1 
وا 6 2 2 ۳ 


التکاملات المتعددة ۱۳۷ 
ب) في الا حدائیات القطبية لدینا 707 = 10 ولذا باستخدام التعویض 


06 << يد و ۳۶۲70 حاير عد آن : 





r*cos*0(1 - 086‏ / حوري يول | او 
1< 14+ 22 1< 724+ 2 
F51 Q=r/2‏ 


= 4 / 5م لثمم‎ dr / cos*0 0 


0< 0 0 
۱ 7/2 4 
cos(20) + 1 5‏ ۱ ليور مكبر 2 
۱ 2 6 4] ` 
10 
7/2 


1 5 ب د 


1 ا 
7 7۲ 3—2 


EE TET 


وهذا یتفق مع ما وجدنا في الفقرة (أ). 


۱۳۸ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

لاحظ أن استخدام الا حدائیات القطبية في هذا المثال وفر الکثیر من الجهد 
ويرجع السبب في ذلك إلى أن حساب التکامل يتم على دائرة وبهذا تکون 
الإحداثيات القطبية أنسب من الاحداثيات الديكارتية. آما لو كانت المنطقة بشكل 


مستطيل أو مثلث قائم الزاوية فان الإحداثيات الديكارتية تكون هی الأفضل. 


(الفميل الال ن جر 


المعادلات التكاضلية الحادية 
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS‏ 


( يتناقص عدد الذرات المشعة ۸۷ في مركب بالنسبة للزّمن © حسب القانون 


ادا كان عدد الذرات المشعة بداية بساوی ۷۵ فجد صيغة لصف 


ui +‏ و مه N‏ 
الحياة (الزمن اللازم لكي یصبح عدد الدرات اة يساوي كد 





ولذا فان : 


۳9 


۱۰ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


At‏ ==( | ج 


SN NE 


N 
: لإيجاد نصف الحياة نضع "رت ار فنجد ان‎ 


N 1 1 
7 = Ne * کے‎ pt = 2 ]سس وب‎ = In 6 = - 02 


۳ 0.693 ۲12 
د ڪي ي 


(۷) جد الحل العام للمعادلات التفاضلية العادية من الرتبة الأولى : 


dy 2y + بت ور‎ 1-۳ (i 
dx ۰ ۰ 2 1 dx x 


IF FFD 
ع ت‎ 
dx x—y+2 


— + ycotx = cosecx د(‎ 


dx 


0 
کا صر بح 





العادلات التفاضلية العادية ١*١‏ 


الحل : 





0 ۳۳ . | ¬ “1-1 باك 
( و 2 - 1 


eren E 


2] = ر(“ 5 )| 2ب 
X‏ ای 1¥ سل ارم 


y( + 1» )1 + ([‏ ۸)1 -]> ب 


= [nx + A 





dV fy N x‏ ۱ 00 م 
د (2)5= ×+ ۷ب 0 2¥ _ dy‏ 
dx x2 1‏ 


اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


مم + دا = 3 يست 
Ax 2V‏ 


LAY 
وت‎ 11۲ = --+ 4 
كه‎ ۷ 


اه ۳ جيل 
e‏ 8 + 2/۳ > عر 


ج) باستخدام التحویل الخطي © + × = بلا و ط + ر = 7 جد أن »دك = du‏ 
و 017 = 417 . وبهذا يكون: 

dy د‎ + ۲ 5 ۲ _ ۷ ۰ + 7-5 

du (u— a) - )0- (+ 2 


الوح ررحم و ss‏ 
- و - 2 وا ما 


dx x—-y+2 


الان » بوضع e‏ - و و e N‏ 2 
7 3 ۳ 
دان سرحو رج وان: 


0 UEP 


du u—v 
: الآن » باستخدام التعويض 0 = 7 نجد أن‎ 


۳ d0 
du ۳ 


ومن هذا نری آن : 


۹ 00 1+ ۲ 1+ 0/4 118 
“du uw IFO) 1-6 


المعادلات التفاضلية العادية ١7‏ 





اذن» 


| مهت‎ - du 
1+02 J u 


| 2 ۱ ۲ dO = [Inu + 8 
3 6۳۳ 2 ات‎ 





1 
> 70 0 + 0*) = [nu + 8 


[Inu + ۳ )1 3 5‏ = 060 وین چ 


+ 


[n u 1 2 0 tO‏ = 060 ج 


7 


امن + 27 4 722 22 ظ 57 
إذن 8 + 3/2(۶ + in (x + 7/2) + (y‏ اج 


: د( معامل التكامل هو‎ 
I(x) = exp ( 1 ۳01۳ dx) = exp(lin(sinx)) = sinx 
: ولدا فان‎ 
4 IT 
من‎ Ycotx = cosecx 3~ (ysinx) = sinxcosecx = 1 


dx 0 
جه‎ ysinx = xX + 8 


۱ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


_ 2 


(دن » < 7. 





5101 


ه) معامل التكامل هو : 


dx) <. (°)‏ 22۷ ۱ مره < (2)] 
وبهذا یکون : 


بر 2 0 ۱ ۱ dy‏ 
عرد ( موا 7 ۲( ۲ مرن 


2 2 
dx‏ #و | - 7 ست 


ye*ُ = 5” + A 


ھوک 
E‏ 


و) معامل التکامل هو : 


ادن ۱ 


I(x) = exp )| =a») پوت ان ب‎ 


ونری آن : 
وس ۳ . 7 dy‏ 
6 = (20) رم ج< COSX‏ روي 


y= / XCOSX dx‏ ج 
5111710 / ¬ 51 اح ریز جد 


5 XY = XSINX + cosx + A 


العادلات التفاضلية العادية ۱6۵ 


A 5‏ + 6052 ۱ 
ادن ع ڪڪ ڪڪ 6 = *. 


: معادلة برنولی هی‎ AT) 


CY mase SES 
a IY 0) 


استخدم التحويل )”ر = « لتحويل معادلة برنولي إلى معادلة 
تفاضلية يمكن حلها باستخدام معامل التكامل ومن ثم جد الحل عندما 
پکون: 

PU) SOS‏ و 27ت بن 


ای 





بر 017 
dx‏ رم 
وبهذا یکون : 
و وام پچ اد ع م dy‏ 
gg ES O) 2 ۳ ۳‏ 
E‏ ۳ 0 1 
ETE )x)v = 0)(‏ 


وق الحالة الخاصة » P(X) SOS‏ و 2ح نح عند أن : 


1 آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
معامل التکامل هو : 
ل x dx)‏ ۱ ۴ مرو < (2) ] 
وبهذا نرى أن : 


2 و — (2 =(“ 
E2 + ۸‏ < 0۲ ويب | = 2/ عر جه 
72 + 1 = ن ج 


2 انس 1 سس ب 
0 
1 


1 + ۸-*2/2 7 


۴ 





في آغلب الأحيان (وهذا الحال هنا) نجد أن حل العادلات التفاضلية العادية 


غير الخطية یعتمد بشکل آساسي على ابت التکامل. 


العادلات التفاضلية العادية ۱۷ 


(,۱۳) آثبت أن الصيغة العامة للمعادلات التفاضلية العادية الخطية من الرتبة 


: الاولی هي‎ 
۱0 )( - P(x)y]dx — dy = 0 


بضرب طرفي العادلة بالعامل (7)20 والاختبار للتفاضل التام » أثبت أن : 





I(x) = exp (| ( 02( 





الحل : 
[dA 5‏ ` 
P(e)» = [](x)Q(x) > I(x)[Q(x) - P(x)y]dx — I(x)dy = 0‏ + 2 () 1 
ولکی یکون هذا تفاضلا تامأ يجب أن يتحقق الشرط : 
ھچ ار ی 2 
(() 1 2 اليه gy LCE)‏ 
أ : 
01 
س- ح (0(۳)1)[- 
dx‏ 
وبهذا نرى أن : 
0 ام | = P(X%)dx 5> ml‏ لاس 
xX > In - )26( 2‏ ۵ | =| 
ای آن : 


T(x) = exp ) 1 P(x) dx) 





١‏ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
gS OED‏ وج كرح ات ۴ هك YF‏ 


)4 جد ال العام عندما يكون 2- = ) › 3- = مها اه = (20) ۶ 
ثم جد الحل الذي يحقق الشروط الحدية 0 = (7)0 و ل منته عندما 


ب) جد ال العام عندما يكون 2- = ) , 8- = يغ » × = ()۳. 
ج) جد ال العام عندما يكون 0 = ۰1 .F(x) = cos (x) ۰16 = Wê‏ 


F(x) = cos (WX) « K2 = 1 « k1 = 1 د) جد ال العام عندمایکون‎ 





۱ 5 3 
جد حل حالة الثبوت وذلك بکتابة الطرف الأيمن كمركبة حقيقية لدالة أسية 


مركبة ووضع [(1117) 1/4616 = ۲P‏ . 
ه) جد ال العام عندما يكون 0 = ۰/6 4 = ۰12 (22) 605 = .۴)x(‏ 





الحل : 
) الحل المتمم (×)ء هو الحل الذي یحقق 0 = 36 - 20 - "6 وبوضع 
۶ 2 € نجد أن : 


3)(m + 1) = 0‏ - يم ۸۵۳ = )3 - Ae™*(m* - 2m‏ 
ونری أن *063 + ۳ع = ع . آما الحل الخاص (×)م فيأخذ الشکل : 


7) = Dsinx + ECOSX 


D'(x) = Dcosx — Esinx 


العادلات التفاضلية العادية ۱۳۰۹ 
—Dsinx - 6‏ = (26) 12۳ 
وبالتعويض ف العادلة 512 = 37 - م2 - "7 ومقارنة العاملات نجد 


+ أن‎ 
—4D + 2 =1 


—4E - 20 =0 


ع كوم 1 1 0 
وبحل المعادلتين نجد أن 2 - = 2 و << 8 . إذن » الحل العام هو : 


1 1 
cos‏ + 0ج 33ج ل ۵ < ود حار 


الاآن » بقاء * ایسا شتا رن 0 +¬ × يودي ٍلی آن 0= ب). 
وبتعویض 0 = (0)« في العادلة نجد أن 0 = 5ك + . أي آن ‏ - = 8 . وبهذا 
نخلص إلى أن الحل هو : 

e - sin + C08‏ = رز 
ب) بوضم وک والععو تض ند ان 
Ae™* ((m* - 2m - 8) = ۸۵۳ (m + 2)(m — 4) = 0‏ 
وبهذا يكون **ع) + 86-232 = .C)%(‏ 
الآن » بوضع 4 + Ex‏ + ۴ = (يدام فد أن : 


۷( + ی ح (x)‏ 12 


۵۳ (x) = 2D 


۱۰ اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
بالتعویض ف العادلة ومقارنة العاملات نجد أن : 
ا ([8- 


١ 1‏ 
عع اي ها و TE‏ 
ادن » ا لحل العام للمعادلة هو : 


1 بویت اب الاح + Bp‏ < 7 
64 16 8 


Ae™* (m* + wê) = ۸۵۳) + iwo)(m - iwg) = 0 
: وبهذا یکون‎ 
E) - ۸۲۷۵۶ + و‎ 
= A(cos(wox) - isin(wox)) + B(cos(wox) + isin(wox)) 


= (A+ B)cos(w,x) + )- 14 + iB )sin (woX) 


= Ccos(wox) + D sin(wox) 
الآن ؛‎ DD < =A +B 9 U. = ۸ + 8 حيث ال‎ 


p(x) = Ecos(wx) + Fsin(wx) 
p'(x) = —-Ewsin(wx) + Fwcos(wx) 


72" )2( = —Ew* cos(wx) — Fw*sin (wx) 


العادلات التفاصلة العادية ۱5۱ 

بالتعویض ف العادلة ومقارنة العاملات نجد أن : 
E(w + ۷۵( =1‏ 
F(—w* + ۷۷۶( = 0‏ 

۱ 1 
ری أن ب < بر ح ۳ . 
کر و 0 
إذن » الحل العام هو : 


0 ظ‎ 0 COS (WX) 
y = Ccos(wox) + D sin(wox) + ۳ ۳ 1 


لاحظ أن مه د ر عندما را جه Ww‏ 


وفي هذه الحالة نحصل على تذبذب توافقي بسيط عندما يكون التردد رنانا. 


ونرى من الناحية النظرية أن سعة التذبذب تزداد بلا حدود » وأما من الناحية العملية 
فمن الممكن الوصول إلى حالة لا يتبع فيها النظام معادلة الحركة التوافقية البسيطة. 
د) بوضع ۳ = () والتعويض نجد أن : 
+m + 1 = 0 5> 77 = )-1 + /-72‏ 7112 
ويكون |(5)1/3:/2ومع8 + (1/3:6/2) 3/2145 = c(x)‏ 
الآن » 


p(x) = Ecos(wx) + Fsin(wx) 
D'(x) = —-Ewsin(wx) + Fwcos(wxX) 


p"(x) = - ملاظ‎ cos(wx) — Fw“sin (wx) 


۱۳ اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 
بالتعویض ف العادلة ومقارنة العاملات نجد أن : 


—w*E +wF +E ح‎ 1 


- ۷۷2 - ۷۷] +F =0 


وباستخدام طريقة الصفوفات لحل هذا النظام فيك از : 
0 =4 ياس 
وبهذا یکون : 


و 1 اشاي ل 
Oger)‏ یر يسم 


ادن ؛ الحل العام للمعادلة هو : 


۳ 


۴ 
ی 
|| 


Bcos(N3x/2)]‏ + (3::/2/)سنوم] 2و = بر 


1 
+ ])1 - w) cos(wx) + wsin(w*)] 


يصف هذا الحل حركة تذبذبية مدفوعة للتخامد (انظر الشکل التالی) حیث 
هثل الحد في الطرف الأيمن من العادلة الأصلية قوة الدفع ويمثل 27 الازاحة في النظام 
والتغیر 2 تمثل الزمن. إن وظيفة التخامد "7 هی جعل الدالة التممة (6)2 تقترب من 


الصفر عندما 66 ج × ا ()ء الحل العابر). 


۱۳ 


العادلات التفاصّلية العادية 





آما (2)2 فهو حل الخالة الثابتة ویصف لنا الحركة في اللحظة التی يخمد فیها 
الحل العابر. ویکن ایجاد هذا الحل بطريقة آسرع بوضع : 
p(x) = Re{Aexp(iwx)}‏ 
p'(x) = Re{Aiwexp(iwx)}‏ 
(x) = Re{A(-w*)exp (iwx)}‏ "م 
حيث العلاقة بين السعة |4| والازاحة الراوية هي ۱۸۱۵ = 4. 
بالتعويض وكتابة الطرف الأيمن على الصورة ((1۷) ۱۸620 نحصل على : 
(w2 + iw + 1)Aexp(iwx) = (1)exp (iwx)‏ 


1 
وبهذا یکون لس هدح -ه. لذن » 
يكو 1 + w2 + iw‏ 


| نين - 1 + cos(wx) + isin(wx) [-w‏ 
ا ع ۰ 7 1 د رد exp(iwx)} 1 W2‏ 01 
1 
۳9 یت > 
w*)cos(wx) + wsin(wx)]‏ - 1) | 1 مان مالي 


١5‏ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ن ۳ 1 1 ۱ ومو سي 
ومن السهل ان نری أن السعه هي TET‏ و ۳ وآن الازاحة الزاوية هی : 





1 ت 
ل 7101-- ودلك من المعيار والازاحة الزاوية للمقدار 4. 


ھ) بوضع تاتع قرح (2) جد أن : 
m* + 4 < (m+ 2)(m - 2i) = 0 > mM = +27‏ 


ونرى أن (8511:)2 + (۸605)22 = (2) . 


ما أن الدالة في الطرف الأيمن للمعادلة تظهر في الحل المتمم فاحل الخاص لا 
يمكن أن يكون على الصورة (85171)2 + ۸6056220 = (×). وعوضا عن ذلك 
فإننا نحاول : 


P(X) = 0206052 + ۷ 
p' (x) = 66052 - 2Cxsin2x + Dsin2x + 6 


2۰ (x) = —-2Csin2x — 20511121 — 402۲60522 + 76 
+ (6 


٠-67 


بالتعويض ومقارنة المعامللات نحصل على : 
0 = 46 + 46- 


-40 + 4D = 0 
4D =1 


-4C =0 


العادلات التفاضلية العادية ۱5۵ 


۾ ی شیر مس ای و 1 
وثری آن 0 ك و 2 < ( . إذن» الحل العام للمعادلة هو : 
رح 1 a.‏ 
y = ۸60522 + Bsindx + 2‏ 


عند حسابنا للحل الخاص (×)م وجدنا أن قيمة أحد الثوابت (6) يساوي 
ْ صفرا وهذا متوقع لأن الطرف الأيمن من المعادلة الأص صسله ذالنة زو تة 


((05)2»© = (2-)605) . ولهذا فالطرف الأيسر يجب أن يكون دالة زوجية 


> ۳ 5 0 5 و 7 00 9 : 
ایضا. كما أن المؤثر التفاضلي + ١‏ ورن زوجي ايضا وبهذا فهو يحافظ على هذه 


الخاصية للدوال المؤثر عليها. من ذلك فان (×)م يجب أن يحتوي على دوال زوجية 
فقط » وق حالتنا (5/7)22 = (×)0 وهو حاصل ضرب دالتين فرديتين ومن ثم 
فهو زوجي. إن معرفتنا لنوعية ال (زوجي أم فردي) يوفر الکثیر من الجهد في 
حسابات میکانیکا الکم وخاصة تلك اخسابات التعلقة معادلة شرودینغر. 


(5) حل العادلة التفاضلية : 
dy‏ 0 
0= برج 2+3 








بتجريب الحل يوت والتعويض ×11 = 1 . 


۱۹ اساسیات في العلوم الرياضية: مسائل محلولة 


۱ 1 
نری اد درو 


dx 
d2 
> = ير )رم‎ 
0۱۳ 

بالتعویض ف العادلة التفاضلية نجد أن : 


0 = [1 +32 + (20-1] >= 0= [1 + 32 + (1 -47:4]1)71 
0 - (1 + 00 ج 
وعليه فان الحذر الکرر 1- يزودنا بحل واحد فقط هو : 


a 


y = Ax 
وبما أن الحل العام لمعادلة تفاضلية عادية من الرتبة الثانية يجب أن یحتوی على‎ 
ثابتین فمن المؤكد وجود حل آخر. إذا حاولنا (2)4 = 7 كحل آخر كما هو متبع‎ 
فى المعادلات التفاضلية العادية من الرتبة الثانية ععاملات ثابتة فنجد بعد التعويض أن‎ 
هذا اخل هو امحل الذي وجدناه سابقا . وللخروج من هذا الأزق نستخدم التعويض‎ 


72 = 1 فنجد إن : 


dy  dydu dy 
a 3 du dx r? 


2 ۱ 2 
وت 2 یک‎ 
dx dx du \x du du du 


وبهذا نحصل على المعادلة التفاضلية : 


dy: . dy 
E ور‎ 


العادلات التفاضلية العادية ۱۷ 

وبوضم ع ير کک ان < 
Ae™(m* + 2m +1) = ۸۵۳۳۷0 + 1) = 0 > 62+ 1(۶ = 0‏ 
ومن ذلك نحصل على الجذر المكرر 1- = 7. وبا أن معاملات هذه المعادلة 
ثابتة فنری أن الحل العام هو : 
y(u) = Ae " + Bue ™‏ 
وباستخدام التعويض 177 = ا نجد أن : 
اج ريو ير[ + ۸۵۰۲ = yÛ)‏ 


= Ax ^ + 700 


نت لرا جنر 


المعادلات التفاضلية الجزئية 


PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 


() جد (۷,×) f‏ للتفاضل التام : 


df = ycos(xy)dx + [xcos(xy) + 2y|dy 





الحل : 
إذا كانت ( )۴ = f‏ فان : 
df‏ 0 
d, =) dx + (7) 0‏ 
ر بر 07 بد ۱61261 1 
وبما أن التفاضل تام فان : 


۱ 2 = 11605 )67( 


(df 
(۲) 8 = زتد) ومع‎ + 2y 
۹:7 


۱ ٩ 


۱۹۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


فكاملة (۱) باللسبة الی 2 جد ان 


(۳) f(x,y) = sin(xy) + g(v) 


باشتقاق (۳) بالنسبة إلى نجد آن: 


df: 0 
03 قف‎ = xcos(xy) + 


من ( و( نجد آن : 


0 
xcos(xy) + 77 = xc05)xy( + 7و2‎ 


d 
gy) = 7۶ + 6 ونری 0 و‎ 


. ۴ )x,y( = 5: (بود)‎ + y۶ + 6 ۰ إذن‎ 

لاحظ آنه کان بالامکان حل هذا التمرین بطرق آخری. على سبیل المثال: 
بمكاملة (۲) بالنسبة إلى ر واشتقاق الناتج بالنسبة إلى × ثم مقارنة ذلك مع (۱) 
تحصل علی دالة ا( وعکاملة هذه الدالة باللسبة الی © نحصل على الطلوب. 
ومن المکن الحصول على اخل نفسه (باستثناء ثابت) مباشرة وذلك بقارنة (7,) / 
مع ناتج تکامل العادلتین رقمي (۱) و (۲). 


المعادلات التفاضلية الحزئية ١11‏ 


)١5,0(‏ أثبت أن غعاي /د/ (41/ 22 -) exp‏ = ( ,)له حل لعادلة الانتشار 


du 0۰ 
Qt ۵ 2 





الحل : 


du 1 ۵ ×‏ 
فك Oty‏ عع د و 2/4 تسه ام 


۳ ظ 
تس 2 7 exp(-x2/4kt) |—-2k(4kt)‏ = 
92۷ ۳9 ۱ تشن 
17 
2k (4kt) 3/2‏ ج exp(-x“/4kt)‏ = 


RPMS RE) 8 (og‏ سم 
0x, \ 4kt‏ 4۹ م0 


= -2xexp(—x7/4kt)(4kt) 3/2 





اذن : 


م 0 9 


022 0 


= —-2kexp(—x*/4kt) ۳۵ (x) 


4kt) 3? 
“ox, اله فك‎ 


موس" سس كك و (+2:2/41-) ورم 2- = 





۳۹ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


5 ۶ 04 2۵*11 
ال 2_۳ 
لفن إلى ۳ رو ويج 


يفسر هذا الحل لمعادلة الانتشار كيفية انتشار الحرارة في قضيب معدني أو تركيز 
المذاب في محلول الذوبان مع الزمن. ففي اللحظة ۶ تأخذ دالة التوزيع (في المتغير ×) 
شكل دالة المعرفة غير المحدودة لجاوس (تسمى هذه الدالة في الاحتمال والاحصاء 
بدالة التوزيع الطبيعي). عندما يكون مركزها عند نقطة الأصل فإن بيانها يشبه بيان 
الدالة الأسبة التربيعية ( “26 “)وة (انظر الشكل التالي). 

حيث العرض يساوي الثابت © وهو الا نحراف المعياري ( 3 بي 
التباین). في حالة الانتشار یکون ۰۷6۶ 6+ أي أن الانتشان يتضاعف كلما ازداد 


_ 4 


7 ون 






۱ 1 ۲ 5 
اما العامل 7 فهو حد معياري يضمن أن یکون تکامل الانتشار ثابتا مع 
الزمن ع آی آن العدد الکلی رات الذاب یبقی عددا ثابتا بخض النظر عن كيفية 
انتشارها. في حالة توزیم جاوس الطبيعي (*2*/20-)60 یکون الحد العياري 


يساوي 2/ه). 


العادلات التفاضلية الحزئية ۱1 


(۱۶,۳ که 





0۶ ۱ QW gr mEY 
0262 ۰. 2 h2 


هي معادلة شرودینغر للالکترونات الحرة في فضاء ثنائي البعد. جد 
دوال الموج # ومستويات الطاقة المسموحة ٤‏ إذا كانت اخدود 
الشرطية هي : 

¥ (0,y) = 0 

7 =0 

(a, y) = 0 

۳), ( = 0 


jÎ oy , ¥ r mE 
. 5 9 


در و 





سس 
بوضم (0 ۷( = (17,) نجد أن : 


dX 5 07 ۳ 9772701۳62۷ 0 
0262 ۰ ۰ * h2 7 


١ 1‏ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
5 أن : 
dX ۹ LEF‏ 1 


= 2 


۲ 42 2م‎ Yay ۳ 


یر 02 ` dX 8r*mEXY‏ 
ونری ان ۲٣۶س‏ = و ۱ ۷7۶ | < 


02 أ‎ 2 dy2 
X = Asin(QAx) + Bcos(Nx) و‎ Y = Csin(wy) + Dcos(wy) «< ادن‎ 


Sr*mE 
hٌ 





حيث ال رن - = 2( . وبهذا تکون الحلول : 
W(x, y) = [Asin(0x) + Bcos(0x)][Csin(wy) + Dcos(wy)|‏ 
ولكن 0 = 8 جه 0 O, y=‏ 
W(x, 0( < 0 + 2 =0‏ 
0 = (ه00) sin‏ < 0 = (بزرع)لا . أي أن 7/0 = 2 حيث إن / 
عدد 1 1 


sin )wb( = 0‏ < 0 = (ط ,)لا . أي أن 7/0 = ۷ حيث إن ] 


: ادن : الحلول هي‎ 
(7ز ,2) لا‎ = A,, sin(k rx/ a) sin(lry/b) 


حيث إل ۰ رقرشر1 < ) ا ES T2‏ 


العادلات التفاضلية الحزئية ۱1۹۵ 


فل م اد 

E ۹ ۱2) +w2) 
۲ سس‎ ۳ - Taê بالق عن ميم بل تسا و‎ 
۳ 8 ۶ ا ۳ رده‎ 1۳21۳ 34 





هذا التمرين هو الحالة في الفضاء ثنائي البعد لمسألة ميكانيكا الكم القياسية 
'الجزئ في الصندوق . آما حالة الفضاء أحادى البعد فيمكن وصفها بالشكل المبين 
آدناه لوق لك 3 البعد بين طرفيه (بعد شده) یساوی 1 وهذا یعنی أن / يساوي 


£ شاه جم ۸ ۱ 
نصف أطوال الوجات. أي آن - = ا حيث إن 1,2,3,۰۰۰ = ۸ و 2 طول 


الوجة. ينص قانون بروجلي على أن العلاقة بين العزم الرتبط مع طول الوجة الكمية 
2 هو ۸/۸ = ۲ حيث إن 7 هو ابت بلانك. ولذا فالطاقة الحركية ۴۶/2 
حیث إن 72 كتلة المجزئ هي GR)‏ = (2۱2۴)/ ۰ ان الصغة 
»۴ المبينة في التمرين هي جموع إسهامين من البعد 1 وأن هی حاصل 


ضرب حلين بالا تجاهين × و 7. 


۱1 اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 





(YEE)‏ و 
م_ 18*9 109 0% 
rûr 2۵2 -‏ 0۳2 


هي معادلة لابلاس بالا حدائیات القطبية (۲,۵). استخدم طريقة 
فصل التغیرات لاثبات وجود حلول على الصورة : 
رم + (A,0 + B,)(Colnr‏ = (0 ,)0 
و 
ره (r, 0)4, cos(p0) + By, sin(p0) |(Cpr”‏ 
حي إن CA‏ 2ه ما ۸ للع 2 تواست 
إذا كانت © دالة في متغير واحد © فما تأثير ذلك على ۲ ؟ 
حل المعادلة فى الحالات التالية : 
أ( 8 << (8#يو)ظ حیث إن ن 25> 0 . 


ب) ‏ 7605930 < (0,0)ظ حیث إن 4 > ۲ 0 . 


العادلات التفاضلية الحزئية ۱۷ 





بوضع (8)2(8)8 = (۲,۵) نجد أن : 

dR 64# م8‎ 026 
0۳2 rdr 2م‎ 062 
AR 248  _ 1428 بر‎ 
۲2 Rdr 60062 7 


0 


d20 5‏ و _ 48 dR,‏ 0 
۶۴ ق .ب E‏ جين ی ۲ 


في الحالة الخاصة 0 = م نرى أن : 


051 dF _ d0 _ ۾‎ 
r r rT 
(گہ) کے دہ‎ - dO _ ر‎ 
dr ' dr ۳ 8 7 
0/1 | 
نت‎ E و‎ 0)0( = 46 + Bo 


dı 
| aR =, | 2-800 ولگ روج‎ 


آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
ویکون ال فى الحالة ۱۵ < 0 هو : 
م + 1717من))(.8 + (A,0‏ = (6 ,)4 
آما إذا كان 0 + م فان : 
A, cos(p0) + B,sin (p0)‏ = © (حرکة توافقية بسيطة) 


2 
لحل المعادلة : و کی ۳ ان صح و RFS‏ 


011 dr 
dR d2 R 
ند ۽ ین = مس مس نات سس‎ 
dr ا‎ 1 dr2 ا ا‎ ۱ 


> 0)0-1(7 + ar“ = 6ت‎ 


وح و کے ود كن 


۴و + R(r) = Cyr‏ > 
إذن » يكون ا لجل في هذه الحالة هو : 
Ö(r,0) = ]64, cos(p0) + B,sin (p0) |(Cyr” + Dyr P)‏ 
الآن » إذا كانت © دالة في المتغير © فقط فيكون : 
(27 + 0۲,0 = (6 ,رماب لكل عدد صحيح 11. 


إن ذلك غير محقق إذا كان 0 = م. أما إذا كان 0 < 7 فان ذلك محقق عندما 


يكون م صحیحا. أي +1,+2,--١‏ = م. 


العادلات التفاضلية احزئية ۱1۹ 
إذا آردنا ایجاد الحلول النتهية عندما 0 = ۲ فنری أن 0 = و » ویکون 


)۳,۵( = 2 ۸ cos(p0) + B,sin (۱ Cyr” 
2 


D(a,0) = 08 (۱ 


0 < و۸ عندما یکون 21د م و 0 < وم 


AC; - 0‏ > ۸۱۵6058 = 16050 جه 


1 
إذن › ا حل هو (r, O) = c08‏ . 





+(a,0)=Tcosê 


ب) 760530 < ’0)8 عندئذ » 


اي 3e‏ 36 0-م 4 ٥3م‏ 8-م 15 0م ۱ 36 
8 2 


1 
7 (cos30 + 360560 ( 


۱۷۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


ان 9 31 
(دن » 80 - + 0050 - = (0,0) 
4 4 
0= و۸ عندمایکون ۶1 م أو 3 * م و 20 )548 


0 + ۸۱۲۰۵050 = (,۳) 6 جه 


وباستخدام الشرط © = 7 نجد أن : 


3T T 
A > 0 3 4 = 0 


۳ 21 TF ۱ ê 
PO, OI “aq 0۵ + q3 C0538 : إذن » اخل هو‎ 





6ع (0,8)ة 


(الفسل فا سر 


متسلسلة وتحويلات کوربیه 
FOURIER SERIES & TRANSFORMS‏ 


(۷) أثبت أن الدوال (×س") 5172 و (×س١)‏ 605 متعامدة ف الفترة 


a)‏ / 21 > × > 0. استخدم ذلك لإيجاد صيغ اه اس له 





كوربية. 


الحل : 
لد 17 2 لد 7۳ 2 


۱ sin (max) cos )۵2 (02 = ۱ ۱0 +n)wx| + sin[(m - n)wx] |] 
0 


5 1 sin[(m 8 (۵۱ cos[(m 55 n(x] 21۳ / ۵ 
تست رد‎ (mmo | 


EOS ARR RA)| 1= اود ماوع‎ 
2(m + (0 2(m - 7(0( 


لكل عددین صحیحین 71 و 11. 


۱۷۱ 


۱۷ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 

لاحظ آننا افترضنا أن ع2 770 (لا يمكن القسمة على الصفر) » ولکن النتيجة 
تبقی صحيحة عندما 7 < 77 لأنه من المکن تبسیط احسابات جت یکون الح 
sin])m - (۵۱‏ والحدود التى تلى ذلك اعفاد 


ادا كان 17 © 77 فان : 
ل / ATT‏ 


۱ sin (max) sin(nwx) dx 


0 
21۲ / ل‎ 
-- 3 1 lcos[(m r n)wx| مسب‎ cos[(m _ n)wx]| a 
0 
1 |sinl(m + n)wx] sin[(m - n)wx] 27۳ / ل‎ 
2 سا‎ (mna | 


sin[2r(m —n)| sin[2r(m + n)| 


` 2(m-nw  2(m+ nw 
م‎ 
: أما إذا كان 7 = 77 فان‎ 
27۳/۵ 2T, 


1 ۱ 
1 sin“ (max) dx = 3 | [1 - cos (2max)| dx 
0 0 


2T / ل)‎ 


وسكت 


(1له2711) ]هک ۱ 1 
0 211100 2 
8 
0 


< 1 , ات ۹ 
ادن » “ | = sin (max) sin(nwx) dx‏ / ۱ 
TEER‏ , 0 : 
وبالثل » 
MSN‏ , ف ی 
dx =‏ (عدس11) 605 cos(max)‏ 1 
LÛ , MER‏ 09 
ادن » (×س") 5171 و (×س") 605 دوال مت ددة في الفترة 


0 > × > 0 حيث إن 7 و 7 عددان صححان. 
do ۱ ۱‏ ۱ 
COS(20X) + aş COS(30X) + ۰‏ مه + a, COS(WX)‏ + 3 کا 
sin(3w0x) + ۰‏ و + sin(2wx)‏ روط + +b, sin(wx)‏ 
بطرت الطرفین بالدالة ( ل076 518 والتکامل علی الفترة 
۵ > × > 0 واستخدام التعامد الذي حصلنا عليه سابقا نحصل على : 
لن) / 27 ل / ATT‏ 


بط = 0 + dx‏ (2دس:111) 5۶ 1 بط = dx‏ زعدنه:) f(x)sin‏ 1 
0 0 


ATT / له‎ 


۵) ۳ 
کا بان‎ 5 ۱ f(x)sin (mowx) dx <“ إذت‎ 
0 


۱۷ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


27۲7 û 
es = ۱ f (x)cos (mx) dx < وبالثل‎ 
0 
ATT / لن / 217۲ ل)‎ 
_ الست 5-1 و“‎ ١| ساك‎ 
۱ = 2 ۱ = 2 م = )0 چ‎ 
0 0 


ل / 211 


ادن »> 02 (۲)6 ۱ _ هق 
0 


إن الفکرة الأهم ق .هذا التمرین هي مفهوم التعامد » ولبلا الفهوم تفسیرا 
هدنیا بسیظا للنتجهات يق یکون التچهان سان [ذا کانت الزاوية نما 
تساوي 90 » ولکن لایوجد تفسیر هندسی مقابل لتعامد الدوال. ومن المکن اجراء 
مقارنة بين مفهوم التعامد في التجهات ونظیره في الدوال جبریا على النحو التالی : 

يكون التجهان :© و :© متعامدین إذا كان ضریهما القياسي يساوي صفرا. 
أ آن : 

0 = ز6 ۰ :6 عندما + ] 
وبالشل » نقول إن الدالتین (×):9 و ()رو متعامدتان ادا كان تکامل 


حاصل ضربهما على الفترة 6 > 2 > يساوي صفرا. أى أن : 


0 
0 = 0 رو9 | عندما ز ۳ : 
4 
ويمكن تعميم ذلك بضرب (9:)3(9[)3 بدالة وزن (×) نى فتصبح الدالة 
الکاملة هي (>)س(×)رو(9:)X.‏ وبهذا عندما تكون 1 = (×) فاننا حصل على 
|ذا کان 6 متجها ف فضاء متجهات بعده ۸۷ فمن المکن کتابة أل کترکیب 
خطي لمتجهات اااي پر ۳۳" روت رو رودة. أى : 
Un EN‏ سکاو اس 6 دا ۳ 1 > ور 
وبالثل » يمكن كتابة أي دالة (×) / كتركيب خطی لدوال أساسية 
900۰۰ ,(3) 92 ,(۷) 91 . أي : 
۰ (3) و0191)(0292)3:(039 = () / 
لإيجاد المعامل ره نقوم بإيجاد الضرب القیاسی 6۰ في حالة المتجهات 
وضرب (2(۵0:)2) f‏ (مع ()0 إذا دعت الحاجة) وحساب التكامل على الفترة 


6 > > فق حالة الدوال : 


6 0 0 5 2 ِ ۱ 
تس زه او برل ها | ,29 | 2 


۱۷۹ اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


وإدا كانت متحهات الاساس والدوال معيرة. ای آن ۳ 
2 7 
1= ارها و 1= dx‏ هروا | 


ما سيو کن اعتبار متسلسلة فوریبه للدالة ()۶ کترکیب خطي لدوال 


آساسية متعامدة وهذه معالجة شائعة ومفيدة عند الدراسة النظرية لبعض الأنظمة 


وعلی الأخص في میکانیکا الکم. 


متطابقة بار سمال 


را + > + = بر ۷۳ 





الحل : 
متسلسلة فورييه عندما 1 = ده هى : 


۳ 


COS + a2 605 22 + ag Cos 316 +‏ 41 + ر د = f‏ 
۰ ۳ 326 ]5 وم + »22 SIR‏ و + 26 517 Fb;‏ 
بتربيع طرفي ۷ ۰۷ والتعامل غاس المترة 2 USS‏ واستخدام تعامد 


دوال اخیب وجيب التمام محصل على : 


متسلسلة ونحويللات فورییه ۱۷۷ 
27 


ظ 32 

/ FTA 1 3 + aî 09۶ + b sin” x + که‎ 605۶ 2x + وُط‎ sin 2x 
0 
با‎ .[ 4 


Tû 
= >+ 2) + bî + وه‎ + 63 + ٠» ( 


وبهذا نری آن : 
۸8+ 22 


لاحظ أن الصيغة صحيحة على کل من الفترتین ST‏ 1 یه 7۲س 


7] 


- | (۴ ax = = - ])([" 


1 


0 


و27 > × > 0 لأن تعامد دوال الجيب وجيب التمام وكونهما دوريتين يؤديان إلى 


القيمة نفسها لتکامل (×) f‏ على أي دورة. 


(۱۵,۳) لنفرض آن الدالة ()ر ققل موجة مثلثية حیث ان: 


2 32 > ألا , 2 


لاه O e‏ وحار پو | - 0 


RK) ۰.‏ + 1102 
لكل عدد صحیح 
اثبت أن فتسلسلة فوریبه ی 


CT 4 - cos[(2n + ۱ 
۲0 2-72 





الحل : 


ا أن الدورة - = نجد آن 1 < س ولذا فان متسل متسلسلة فورييه هي : 


۱۷۸ أساسيات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


0 
f )۲( وت‎ a, COS X + 02 COS 2X + aş COS 3X + ۰ 


+b, sin x + وا‎ sin 2x + و8‎ sin 3X + ۰ 





1 211 
مس‎ < / f (x) cosmxdx : حيث إن‎ 
0 


IT 


2 
= 1 0 0 0 001 
7۳ 





0 
۳ 9 1 
2] 6 2 ۱ 
= =| سس م‎ | sinmx dx 
7۳ m ول‎ rtm 
0 
2 اک‎ 
1111 171 


0 


26057702۲ —1| 


rm“ 


عندما يكون 1 زو جیا و ,m # Û‏ 0 
۱ بت - 

عندما یکون 772 فردیا , سس 

1۱1۱ 


2782 26 
كما أن + 7= ا - عه« | < = مه. 
0 0 


PAI 
1 BU 
Dm - 2 | f(x)sin mxdx = 0 وبالمثل‎ 
0 
: ونخلص إلى أن‎ 


4 ۲6۳052۲ COS3X 0055۲ 0 000 ۱ 


Ê 1‏ 
و و 1 وو 1ج سج - لت[ 


MT 4 ِ 6051 )271 + ۱ 


2 7 (2n + 1(* 
11-100 


۹ 
١ n, 


f) = 


(16.4) جد صيغا لشدة أنماط انحراف الضوء باستخدام 


أ) شريحة يونغ المضاعفة بمسافة 4. 





ب) شريحة عريضة واحدة بعرض (1. 


ال : 
هط الا محراف (أو الشدة) (0)] تساوی مربع مقیاس نحويل قو ریبه لداله 


الثفاذ (×)۸ . 











۱/۰ آساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 


1 رو)‎ = |¥(q)|* = ¥(q)*¥(q) 
۳ آن 4 | ل << رن‎ 92 dx خیش ان‎ 


آ) في حالة شريحة یونغ الضاعفة عسافة 4 لدینا + (4/2 + ۵0 = ۸00 
(0/2 - )6 حیث إن( 60 هی مساحة رة رفيعة غیر منتهية عند 


م2 = ۸ ) (وتساوی صفرا ما عدا دلك). حینگد : 


1 0(x تب‎ JF (XK) dx = Rs) 


ا )4/2 +۱۵ | ملا = )۷ 
مدل e"‏ [(0/2 - )۵ + 
lg 2 5 0 |‏ 5 ب 


-< 2۷۳ 605 )0 0/2 ( 
.1(q) = 4۱۷۱۶ 6054) d/2) 


ادن 1 
(00) 605 + 1 0 
ر1)9 A(z)‏ 
1 0 
2/9 


جل 4 





متسلسلة ومحویلات فورییه ۱۸۱ 


۸ > :1 
يها للشريحة العريضة لديا ی ۳ = A(x)‏ 








5 
Df‏ 0001 ۱ 2 
۱ ۱ ۱ رل ع رل اج 1 ¥ = 7(q)‏ 
وقد [ 4 و 
2 كت 
ار 5 2 ) 
لا سس 
0 
2 
(2/ )70و گت - 
1 
O. ۳ i 0‏ ع 
ادن cos(qD)|‏ — ا 6 qj = 02 sin*(qD/2)‏ 
1 
دق 





هناك بعض الدوال البسيطة الأخری التي غالبا ما حتاج إلى تحويل فورييه 


لاء منها : 


AY 


-۱ 


اساسیات في العلوم الرياضية : مسائل محلولة 
دالة المشط › أو شعاع غیر منته من الرزات احادة عسافة ثابتة 0 بيخ 
رأسين متجاورين. إن تحويل فورييه لبذه الدالة هو دالة مشط بمسافة بين 
رأسين متجاورين تساوی مقلوب المسافة 2 (أى 2 
دا جتان القهسة فق الم وین (۱8:۱) وتا الشسكل 
(*0/“×-) 6۲ وعرضها یتناسب مع 6. يحتاج ایجاد تحويل فورييه 
إلى رياضيات متقدمة وهو دالة جاوس بعرض < 
دالة لورینز وتأخذ الشکل سب زهي متمائلة وتأخد قیمة عظمی 


عند 0 = × وجانبیها أعلى من جانبی دالة جاوس (انظر الشکل التالی). 


109) A(z) 





عرص هده الدالة تتناستب WwW‏ حتاج رنا ياك متقد مه لااد حویل 


فورییه لهده الدالة ایضا وهو دالة تحلل أسية متمائلة (تشبه ادمع 


1 
ل E‏ مر د 
تیاس حباهة یتناسب 9 


متسلسلة وتحويلات فورییه AY‏ 
ادا کان بعد الفضاء أكبر أو ساو 5 2 فيعضل استخدام الإحداثيات القطسة 


لحساب مویل فورییه وهدا يؤدي إلى استخدام دوال بیسل. 


(۱۵,۵) جد مویل فورییه لدالة © (أو رزة ضيقة لوحدة مساحة) عند : 
أ) نقطة الأصل 0 = × با 8 كه 


ما هو وجه الخلاف بينهما ؟ وما الذي يمكن استنتاجه بقياس الشدة 


فقط ؟ 








اخل : 


2 ت e 4* dx‏ (2) ۵ ۱ 0 ج (0) لها 
g4‏ لا = مول 1017م d)‏ - )۵ / ,¥ = (0) نبا 
رن ا 


للحالتين السعة (القیاس) نفسها وتساوي |م۳| وأما الازاحة الزاوية فتختلف بقدار 
0 وق حالة قباس الشدة |( ۱۳ فقط فان الحالتين تودیان إلى آغاط انحراف 
متطابقة. ومن ذلك نستطیع الاستنتاج أن العناصر التي توثر على أنماط الانحراف 
تتکون من رزة واحدة معزولة دون أن یکون عقدورنا حدید موقعها. 

نحذر القاری أنه على الرغم من استطاعتنا تفسیر التأثیرات في غياب معلومات 


عن الازاحة الزاوية لحالة بسيطة جدا » الا أن هذه مسألة مهمة فى الحياة العملية. 


استقرار 
ابدالية 

ااه 

احتمال 

احدائبات 
إحداثيات ديكارتية 
إحداثيات قطبية 
إحداثيات قطبية كروية 
احصاء 

إزاحة زاوية 

استقلال خطی 

اسقاط متحهات 





۱/۸۳۵ 


Stability 
commutiv1ty 
direction 
probabılıty 
coordinates 
Cartesian coordinates 
polar coordinates 
spherical polar 5 
statlstIcs 
argument 
linear ۵ 


projection of vectors 


۱۸۹ ثبت الصطلحات 


اشتقاق 
اشتقاق ضمنی 

اشتقاق لوغاریتمی 

اشتقاق من البادی الاساسية 
اصضمحلال 

الا حدائیات القطبية الأسطوانية 
الا حدائی السینی 

التنامسية 

التواء 

الدوال الزائدية العكسية 

الدوال الكلقة الحكسة 

الضرب المتجه 

القيم العظمى والصغرى 
الكاينماتيكا (علم الحركة المجردة) 
احراف 


differentiation 

021121 0 
1111011016 0 
02۵۲1۲۳۱۲۱۲۱۵ ۱ 
first 0۳۲۱۱۵1021 0 
degeneracy 

cylındrıcal polar coordinates 
absc1issa 

proportionality 

ınflexlon 

inverse hyperbolic functions 
inverse trigonometric 71 
cross product 

maxıma and ۵ 
kınematıcs 

diffraction 

phase 

completing the square 
exponential 

trace of a matr1x 


111125111315 numbers 


آعداه قاسبه 
اعدا مركبة 
أمثلية مشر و طة 


تقارب 
تقاطع 
تقريبات زوايا صغيرة 


كام 





AY 


scalars 
complex numbers 


00۵105 0۲21110604 ۸ 


11 0 
transformation 
511111131117 transform 
Fourler transformation 
2100003 

order of Integration 
suffix notation 
matrıx-vector notlon 
mappıng 

change of variables 
67001 5 
convergence 

Intercept 

small-angle 5 


integration 


۱۸۸ ثبت الصطلحات 


triple integral تكامل ثلانى‎ 
particular integral تکامل خاص‎ 
line integral تکامل خطی‎ 
surface integrals تکامل سطحی‎ 








تکاملات متعددة 5 multıple‏ 
تکاملات محدودة 5 016111115 
تکاملات مضاعفة double integrals‏ 
تلااف convolution‏ 
توازن equılıbr1a‏ 
٩0۱6۲۳1۱6۵81 5‏ 
توافقیات كروية 
نایبت التكامل constant of integration‏ 
جادبية کامنة eravitational potential‏ 
حا کو بی Jacobian‏ 


جاوسی 10 ) 


algebra of vectors جبر المتجهات‎ 
algebra of matrices جبر المصفوفات‎ 
1111231 algebra جر خطی‎ 
roots of a number جدور عدد‎ 
roots of an equation جدو ر معادلة‎ 
۹165 حصو نا‎ 
065 چول التمام‎ 





حجم volume‏ 
حدود تکاملات limits of Integral‏ 
حركة تو افقية بسيطة harmonic motion‏ 5110016 
حسات arithmetic‏ 
حساب مثلثات trigonometry‏ 
حقل محافظ conservative field‏ 
حل عام ceneral solution‏ 





contour map خارطة محيطية‎ 


١8 ٠‏ شت الصطلحات 


201 1 


قو 


خوارزميه نيوتن ورافسود 





دالة الخطاً 

دالة حاما 
ال 

دالة حقبقبة متمائلة 
داله دلتا 

دالة ذاتية الارتباط 
داله زوجية 

داله متممة 

داله مميرة 

دای ه 

درجات 

درجة كثيرة اخدود 
دوال بسل 

دوال مخالفية 


دوال دورية 


straight line 
linearity 


Newton-Raphson algorithm 


error function 

Gamma ۵ 

sine 21 

real symmetric function 
delta-function 
auto-correlation 23 
even function 
complimentary function 
eıgnfunction 

circle 

degrees 

degree of polynomlal 
Bessel function 
antı-symmetric Functions 


periodic 0 


ثبت المصطلحات ۱۹۱ 


دوال زائدية hyperbolic function‏ 
دوال فردية odd functions‏ 
دوال متعامدة orthogonal functions‏ 
دوال متعددة المتغيرات multi-valued functions‏ 
دوال متمائلة symmetric functions‏ 
ديل تربيع 161-0 
دینامیکا الحرارة thermodynamics‏ 





damped harmonic oscillator دبدبة توافقية خامدة‎ 
driven harmonic oscillator دیذبة توافقية مشتفة‎ 





radian رادیان‎ 


رسو مات graphs‏ 





angle زاویه‎ 


۱۹ شت الصطلحات 


زيادة 








شروط حدية ) مقيدة) 





صيغ اختزال 


ıncrernent 


amplitude 


boundary 57535 


quadratic form 


reduction formulae 


factor ۱ 56 


double-angle formulae 


parametric form 


ثبت المصطلحات ۱۹۳ 





صرب تلا ني قياسى triple scalar product‏ 
صرب فیاسی scalar product‏ 
صوار ب لا چر انج 5 Lagrange‏ 
صو ثبات (بصریات) optics‏ 





potential energy قة كامنة‎ 





tangent ظل‎ 





Ê ی‎ TT 
exponential Imaginary number علد خيلى اسى‎ 
real numbers عدد حفیقی‎ 
orthogonal عمودی‎ 


عو امل مصاحه co-factors‏ 








قطع مكافئ 
قاعدة التغطية 
قاعدة اخیب 
قاعدة الضرب 
قاعدة أوسبورن 


قاعدة جيب التمام 


قاعدة خارج القسمة 
قاعدة لوبيتال 


قسمة أعداد مر كبة 
قسمه متجهات 
قسمة مصموفات 
قسمة مطولة 
قطع زائد 

قطع ناقص 


Young's double slit 


separation of variables 


parabola 

cover up rule 

sıne rule 

product rule 
Osborn's rule 
cosine rule 

quotient rule 
L'Hospıtal's rule 
division of complex numbers 
divıs1on of vectors 
division of matrices 
long 1723 


hyperbola 


ellipse 


قو اعد السلسلة 
قوی 

قيم ميزة (ذاتية) 
قيمة مطلقة (قياسية) 


كثيرة حدود 


كسور جزئية 


مبرهنة بارسفال 
مبرهنة دعوفیر 
مبرهنه فیثاغورس 
مبرهنة لابینز 
متتالية هندسية 


متجه الیل 


شت الصطلحات 








۱٩ ۵ 

conlc 1 
chain rules 
powers 
elenvalues 


modulus 


0017110111131 
sphere 


partial fractions 


Parseval's theorem 

De Moıvre's theorem 
Pythagoras's theorem 
Leıbnıitz ۱ 
arithmetic 123 
6560111111 progresslon 


slope vector 


۱۹1 شت الصطلحات 


متجه عمودی (ناظمی) 


اس 
مجه معير 
متحه و حده 


متجهات آساس 
متجهات متعامدة 
متجهات ميزه (ذاتية) 
ماگ ایور 
متسه تفت ره 
ساسا ماکاز تفه 
متطابقات 


متغیر اعتباری 


متو سط 

متو سط 

مكلف ناس كان 
حاور رئيسة 
معددات 
مخطط أرجاند 
مرافق 

مساحه 


normal vector 
normalized vector 
unıt vector 
vectors 

63515 vector 
orthogonal vectors 
parallel vectors 
elenvectors 
Taylor series 
Fourler serles 
Maclaurın's 5 
identities 

dummy ۵06 
average 

mean 

Pascal's triangle 
principle axis 
determinants 
Argand diagram 
conjugate 


113 


تيك المصطلحاتث 


مصفوفة حقيقية متمائلة 

مصموفة دوران 

مصفوفة شاذة (ليس لها معكوس) 
مصفوفة صف (صفية) 

مصفوفة عمود (عمودية) 
مصعوفة متعامدة 


مصفوفة قطرية 


مصفوفة وحدة 
ی 

معادلات أنية 

معادلات تفاضلية 
معادلات تفاضلية جزئية 
معادلات تفاضلية عادية 


1۹۷ 


total derivative 

adjoint 

matrices 

real symmetric matrix 
rotation matr1x 
singular matrix 

row matr1x 

column ۱ 
orthogonal matr1ıx 
diagonal matrix 
symmetric Matr1x 
identity matrix 

square 111311176 
erad-grad matrix 
Hermitian matrix 

unıt 11111176 

13010113 

51111111131160115 5 
differential equations 
partial differential equations 


ordinary differential equations 


۱۹۸ شت الصطلحات 


معادلات تفاضلية قابلة للفصل 
معادلات متجانسة 
معادلة الدر جة الثانة 
معادلة الستقیم التجهة 
معادلة انتشار 

معادلة برنولی 

سا وا 
ا 

معاولة غثر تجا 
معادلة قيم عيزة 
معادلة لابلاس 

معادلة مساعدة 

معادلة ميزه 

معادلة موح 

معامل التکامل 
معکوس 

معکوس نحويل فورییه 
معیار (طول) 

گرا قو ادي 
مقلوب متجهات 


separable differential equation 
homogenous equatlons 
quadratic 3 
vector equation of a line 
0111115101 21 
Bernoull1 equation 
۳018501 5 equation 

linear equation 
ınhomogeneous equation 
elenvalue ۵۵ 
Laplace's equation 
auxiliary equation 
characteristic equation 
wave equation 
integrating factor 

inverse 

inverse Fourler transform 
inverse matr1x 

magnitude 

91120111181 00 


reciprocal 5 


شت المصطلحات ۱۹۹ 


منقول transpose‏ 
منوال ناظمی 5 normal‏ 
مؤثر تقاصلی differential operator‏ 
مۇر لا بلاس Laplacian operator‏ 
مؤثرات operators‏ 
ميكانيكا الكم 5 quantum‏ 


eradıient میل‎ 
slope میل‎ 





افا ا half-lıfe‏ 
نصف قطر التقارب radius of conversion‏ 
نظام ليل ۳ system‏ 05111211115 
نقاط حرجة 15 51211010121۷ 
اة الأصل 0111 
ماد انقلاب 1 turning‏ 
ند م 001 saddle‏ 
۳٠‏ و احللال أشمين exponential decay and growth‏ 


lımıt ا‎ 


الا حدائی السینی 
مصاحب 

جبر الصفو فات 
جبر التجهات 


دب کےا 

زاوية 

دوال مخالفية 
مساحة 

محخطط آر جاند 
ااا 
یزاب 

متتالية حسابية 
دالة ذاتبة الارتاط 
معادله مساعدة 
متوسط 





abscıssa 

adjoint 

algebra of ۵ 
algebra of vectors 
amplitude 

angle 

antı-symmetric ۵۹ 
area 

Argand diagram 
argument 

arithmetic 

0111111116110 73 
auto-correlation function 
auxiliary equation 


بك 61 1۷ 


تیب متحهات آساس 
معادلة برنولي 


دوال بسل 
مفكوك ذو الحدين 


شروط حدية (مقيدة 


إحداثيات ديكارتية 
قواعد السلسلة 
تغییر المتغيرات 
معادلة ثميزة 

دای ة 

عوامل مصاحبة 

مصفوفة عمود (عمودية) 
إبدالية 

إكمال المربع 


أعداد مركبة 


دالة متممة 








63515 vector 
Bernoull1 equation 
Bessel function 
91120111181 00 


boundary 5 


Carteslan coordinates 
chaın rules 

change of 05 
characteristic equation 
circle 

co-factors 

column matrix 
comMmMutIVItYy 
completing the square 
complex numbers 


complimentary function 


۲ شت الصطلحات 


إحداتيات 

قاعدة جيب التمام 

جيوب التمام 

قاعدة التغطية 

الضرب المتجه 

الاحداثيات القطبية الأسطوانية 





ذبذبة توافقية خامدة 
مبرهنه دیوفیر 
تکاملات محدودة 
اضمحلال 

درجة كثيرة اخدود 


601116 10 
conjugate 
conservative field 
constant of Integration 
60۳50۲211160 ۸ 
contour 0 
convergence 
convolution 
coordinates 

cosine rule 

cosines 

cover up rule 

cross product 


cylındrıcal 012۲ 5 


damped 1311101116 ۲ 
De Moıvre's theorem 
defınıte ۵5 
degeneracy 


degree of polynomial 


ثبت الصطلحات ۰۳ 


درجات degrees‏ 
ديل تربيع del-squared‏ 
دالة دلتا 06118-100 
حددات determinants‏ 
مصفوفة قطرية diagonal matrix‏ 
معادلات تفاصلة differential equations‏ 
مؤثر تما ضلي differential operator‏ 
اشتقاف differentiation‏ 
ار اف diffraction‏ 
معادلة انتشار diffusion equation‏ 
احاه direction‏ 
قسمة أعداد مركبة division of complex numbers‏ 
قسمه مصموفات division of matrices‏ 
قسمة متجهات division of vectors‏ 
تکاملات مضاعفة double integrals‏ 
صيغ صعف الزاوية double-angle formulae‏ 
ذبذبة توافقيهة مشتقه driven harmonic oscillator‏ 
متغير اعتباری dummy variable‏ 





داله مميرة eignfunction‏ 


of‏ ثبت الصطلحات 





اشتقاق من البادی السات 
متسلسلة فوریبه 
حویل فورييه 


elenvalue equation 
05 
elenvectors 

ellipse 

equıilıbr1a 

error function 
even function 
exact differentials 
exponential 


exponential decay and erowth 


exponential 1111351113159 number 


factor formulae 

factorial 

factorization 

first prıncıple differentiation 
Fourier serles 


Fourier transformation 


داله حاما 


ت ا 

مصفوفة ميل الیل 
ميل 

رسو مات 

جادبية كامنة 


نصف حيأة 


معادلات متجانسة 


قطم زائد 


دوال زائدية 


متطابقات 











Gamma function 
Gauss1lan 

general solution 
geometric 371 
erad-grad matrix 
eradıent 

eraphs 


eravıtatıonal potential 


half-life 

Hermitian ۲ 
homogenous equations 
hyperbola 


hyperbolic function 


identities 


معکوس 
معكوس تحويل فورییه 
الدؤال الزائدية العکسية 


الدوال المثلثة العكسية 


جاكوبي 


الكاينماتيكا (علم الحركة المجردة) 


E, ا‎ irk ت‎ 








identity matrix 

11112511121 numbers 
implicit differentiation 
increment 

1۳1161011 

inhomogeneous 73 
1۱۱۲۵21۵11۳8 factor 
integration 

intercept 

Inverse 

inverse Fourier transform 
inverse hyperbolic ۵۹ 
inverse Matrıx 


inverse trigonometric 3 


Jacob1lan 


kinematics 


متسلسلة ماکلورین 
معیار (طول) 








Lagrange 5 
Laplace's 1 
Laplacian operator 

] ,۵1 01۱۱7 theorem 
L'Hospıtal's rule 
۱1۳11 

limıts of ۱۵۵۵1۵1 
lıne 1168131 

linear algebra 

linear equation 
linear Independence 
linear1ty 

logarithmic differentiatlon 
logarithms 


10115 3 


Maclaurın's serles 


magnitude 


۸« ۲ ثبت الصطلحات 


تطبيق (دالة) mapping‏ 
مصفو فات matrices‏ 
ترميز مصموق للمتجهات matrix-vector notion‏ 
القیم العظمی والصغرى maxima and minima‏ 
متو سط mean‏ 
قيمة مطلقة (فياسية) modulus‏ 
تکاملات متعددة multiple integrals‏ 
دوال متعددة المتغيرات multi-valued functions‏ 





خوارزمية نيوتن ورافسون Newton-Raphson algorithm‏ 
منوال ناظمی normal modes‏ 
متجه عمودی (ناظمی ( normal vector‏ 
متحه معیر normalized vector‏ 





دوال فردية odd functions‏ 
موثر ات operators‏ 
صو بات (بصریات) optics‏ 
ترتیب التکامل order of integration‏ 
معادلات تفاصّلية عادية ordinary differential equations‏ 


نقطة الاق origin‏ 


ابت رتیت ۲۰۹ 


عمودی orthogonal‏ 
دوال متعامدة orthogonal functions‏ 
مصمو فة متعامدة orthogonal matrix‏ 
تحهات متعامدة orthogonal vectors‏ 

قاعدة آوسبورن Osborn's rule‏ 
نظام تذبذبى system‏ 056111311115 





قطع مکافی parabola‏ 
متجهات متوازية parallel vectors‏ 
صيغة وسيطية parametric form‏ 
مبرهنة بارسفال Parseval's theorem‏ 
معادلات تفاضلية جز نيه 5 1111212111131 partıal‏ 
اشتقاق جزئی partial differentiation‏ 
کسور جرئبة partial fractions‏ 
تکامل خاص particular integral‏ 
مثلث باسکال Pascal's triangle‏ 
دوال دورية periodic function‏ 
إزاحة زاوية phase‏ 
معادله بو اسون Poisson's equation‏ 


polar coordinates احدائبات قطبية‎ 


و 


1 


كثيرة حدود 


فة كامنة 


میکانیکا الکم 


رادیان 
نصف قطر التقارب 


علد حفیفی 


دالة حقبقية متمائلة 








0017110111131 

potential energy 
powers 

(۲111011241 5 
(۱۱۵ 

product rule 
projection of vectors 
proportionality 


Pythagoras's theorem 


quadratic equation 
quadratic form 


quantum 5 


quotient rule 


radian 
radius of converslon 
real numbers 


real symmetric function 


شت الصطلحات 





صرب فياسي 

آعداد قياسية 

معادلات تفاصلية قابلة للفصل 
فصل التغیرات 

تحويل التشابه 


حركة توافقية بسيطة 
معادلات انية 

دالة اخیب 

قاعدة ایب 
رت 


مصفو فه شادة (ليس لپا معکوس) 


۲ ۱ 


real symmetric matrix 


reciprocal vectors 
reduction formulae 


roots of a nuniber 
roots of an equation 
rotation ۳ 


row 7 


saddle poınt 

scalar product 

scalars 

separable 011161001121 7 
separation of variables 
sımılarıty transform 
simple harmonic 0 
simultaneous ۵ 
sine function 

sine rule 

sınes 


singular matrix 


۳۷ نت الصطلحات 


تقریبات زوایا صغيرة 
كرة 

توافقيات كروية 
إحداثيات قطبية كروية 
مصفوفة مربعة 
قاط 

احصاء 


چ 


خط مستقیم 





متساسلة تایلور 
دینامیکا اخرارة 


مشتقة تامة 


slope 

slope vector 

small-angle approximations 
sphere 

٩016۲16۵1 5 
spherical polar coordinates 
square matrix 

stationary 15 

statistIcs 

straight line 
5111113 
superposition 

surface Integrals 
symmetric 5 


symmetric matrix 


tangent 
Taylor 5 
thermodynamıcs 


total ۵ 


ثبت الصطلحات ۳۹۷ 





آثر مصعو فه trace of a matrix‏ 
حور یل transformation‏ 
منقول transpose‏ 
حساب مثلثات trigonometry‏ 
تکامل لاني triple integral‏ 
ضرت نلاانی قیاسی triple scalar product‏ 
نقطة انقلاب turning point‏ 
مصعو فه وحدة unit matrix‏ 
متجه و حده unlt vector‏ 





vector equation of a line معادلة المستقيم المتجهة‎ 
175 متجهات‎ 
volume حجم‎ 





wave equation معادله موح‎ 


11 


بت المصطلحات 





Young's double slit 





احدانیات قطبية ۱۳۰ ۱۳۶ 
إحداثيات قطبية أسطوانية ۱۳۲ 
إحدائيات قطبية كروية ۱۳۰ 
استقطار ۱۲۰۱ 

اشتقاق جز ئي ۷ ۰ ۱ 

اشتقاق عادي ۳۱ 

اشتقاق من البادی الأساسية ۳۱ 
| کمال الربع ع ۱ 

الضرب الابحاهي ۰۸۲۰ ۸۷ 
الضر ب لقیاسی ۸5 ٩۰‏ 
القیم و التحهات الميزة ۱۰۱ 


أعداد مر كبة 117 


کشاک المو ضو عات 





۱۱۷ ۰۲٩ حلیل‎ 

حویل فورییه ۱۷۱ 
تدبدب توافقی بسیط ۱۵۱ 
تعییر ۱۷۲ 

تفاضل تام A۸‏ 
تقريبات بزاوية صغیره 15 
تکام ٤۷‏ 

تکامل بالااجز اء ۶ ۵ 
تکامل خطي ۱۲۳ 
تکامل متعدد ۱۱ 
تکاملات متعددة ۱۲۹ 


مال ۷ : ۱۲۰ 


11 کشاف الو صوعات 





حده ر عدد 5 سلسلة فو رييه ۶ ۱۷ 


جدور معادلة 3 











ضار ب لاجرانج ۱۱۸ 
ضرب ثلاني ۵ ۹۰ 


حط مستقيم ۸۳ ضرف نان اميق ٩.۱‏ 





دالة حاوس ۱۸۲ عدة متغيرات ۱۱۳ 


وله اس ۱ 


دالة دلتا ۲ ۰ ۱ 


62 ١ ٩. ۵ داث.‎ 





ده ال زائدية ۷۵ 
ده ال قياسية ۱۷۳ قاعدة الجيب ۳۰ ۸۷ 
ده ال متجه ۸۰ ٩۲‏ قاعدة جيب التمام ۳۰ 


قطع زائد 1 
قطع مکافی 4 ۱ 
قطع ناقص ١5‏ 


رقع :۳ 





FT EFT که‎ 


کسور حز تیه ۱۳ 





لو غاریتمات ۲ 





مبرهنة دعوفوار ۷ 

متتالية حسابية ۷ 

متتالية هندسية ۷ 

متجه الیل ۰۸۰ ۰۱۱۰ ۱۲۱ 
متجهات ۷۹ 

متسلسلة تایلو ر ۵٩‏ ۱۲۰ 


کشاف الوضوعات ۷ ۳ 


متسلسلة ما کلورین 1۲ 
متعامده ۰ ۱۰ ۰۱۰۳۲۱ ۱۷۶ 
حددات ٩۱۲‏ 

مخطط آرجاند 1٩‏ 

مربع ديل ۱ 57 ۱ 
مستویات ۸5 ۸۷ 

مصفو فات ۵ ٩‏ 

معادلات الدر جة الثانية ٤‏ 
معادلات انية ه 

معادلات تفاضلية حزئية ۱۵٩‏ 
معادلات تفاضلية عادية ۰۱۲۸ ۱۳۹ 
معادلة الانتشار ١٠١‏ 
معادلة الدر جة الثالثة ۵+ 
معادلة الموج ۱۱۳ 

معادلة برنولي ١‏ 

معادلة شرو دينفر ١7‏ 
معادلة لابلاس ١١5‏ 

معامل التكامل ۱۳ 

١١/5 معيار‎ 

مفكوك ذه اين .ة۸ 
مقلوب متجهات ۲ ٩‏ 


مو تر تفاضلي o2 CTE‏ 


۳۸ کشاف الوضوعات 





نصف الحياة ۱۳۲ 


نقاط حرجة ۸8۰ ١١١‏ 
فو اه اب a‏ 
شایات ۲۳ 


نیو تن ورافسون ۰1۵5 ۱۱۹٩‏ 
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